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Аннотация. Рассматривается некооперативная игра из теории олигополии, когда фирмы используют в 

качестве стратегий объемы выпуска. Информация о средних предельных затратах каждой фирмы является 

общедоступной, но текущие предельные затраты известны только самой фирме. Для такой игры найдено 

равновесие Байеса–Нэша. 
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Введение 

Конкуренция по Курно – это, с одной стороны, активно развивающийся раздел современной теории 

игр, с другой стороны, обязательная часть любого учебника по индустриальной организации. Но в 

учебниках, как правило, считается, что у фирм есть вся информация, которая нужна для нахождения 

равновесных стратегий (равновесий Нэша). В большом числе научных публикаций рассматриваются 

более сложные модели конкуренции по Курно, когда вместо точных значений тех или иных параметров 

фирмам известны лишь вероятностные распределения для этих параметров. Тогда вместо равновесий 

Нэша изучаются равновесия Байеса–Нэша.  

В статьях [1, 2] рассматривается игра, когда у фирм отсутствует полная информация о текущих 

предельных затратах 𝑐1, … , 𝑐𝑛, и все фирмы производят однородный товар. Фирме 𝑖 известны свои 

текущие предельные затраты 𝑐𝑖 и не известны текущие предельные затраты фирм-конкурентов. Однако 

некоторой информацией о совместном распределении случайных величин 𝐶1, … , 𝐶𝑛 (которые служат 

вероятностной моделью для 𝑐1, … , 𝑐𝑛) фирмы обладают. При нахождении равновесия Байеса–Нэша для 

такой игры в работе [2] допущена ошибка. Эта ошибка исправляется в работе [1]. 

В настоящей работе результат из [1] обобщается для задач с дифференциацией продукции. В 

разделе 1 дается обзор литературы. В разделе 2 строится система уравнений для равновесных 

стратегий, в разделе 3 эта система уравнений решается. 

1. Обзор литературы 

Теория олигополии, основы которой заложены в [3], играет важную роль при определении фирмами 

своих действий. Конкуренция, когда фирмы соперничают друг с другом и пытаются увеличить свою 

прибыль, используя в качестве стратегий объемы выпускаемой продукции, называется конкуренцией 

по Курно. (В отличие от конкуренции по Бертрану, когда стратегиями являются цены на продукцию.) 

Говоря современным языком, можно сказать, что в этой своей части книга [3] относится к теории 

некооперативных игр, и что в ней ищется равновесие Нэша. Применительно к этой игре равновесие 

Нэша принято называть равновесием Курно–Нэша. 

Строгое доказательство существования равновесия Курно–Нэша для случая, когда фирмы 

производят однородный товар, приводится в статье [4], также в этой статье даются ссылки на 

предшествующие публикации, в которых содержатся частные случаи доказанной теоремы. В работе 

[5] при исследовании устойчивости равновесия Курно–Нэша ослабляется предположение, что все 

фирмы производят однородный товар, но считается, что каждая фирма производит только один товар. 

Такие задачи называются задачами с дифференциацией продукции. (Во многих случаях при этом 

считается, что производимые фирмами товары являются субститутами.) Конкуренция по Бертрану при 

дифференциации продукции по методам исследования и по результатам оказывается значительно 

более похожей на конкуренцию по Курно, чем в случае, когда все фирмы производят однородный 

товар. Моделям с дифференциацией продукции уделяется значительное внимание в литературе. 

Сравнение конкуренции по Курно и конкуренции по Бертрану при дифференциации продукции 

проводится, в частности, в работах [6, 7]. В работе [8] для случая дифференциации продукции 

изучается дуополия Бертрана–Эджворта (когда производственные возможности фирм ограничены). В 

работах [9, 10], также при дифференциации продукции, изучается модель Курно–Бертрана, в которой 
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стратегиями одних фирм являются объемы выпускаемой продукции, а стратегиями других фирм – 

цены. В работе [11] даются микроэкономические обоснования для линейной функции спроса при 

дифференциации продукции. В работе [12] рассматриваются задачи с двумя разными типами 

потребителей, осведомленными и неосведомленными. В работе [13] представлены относительные 

преимущества и недостатки фиксированных выплат и роялти при покупке лицензий.  

Конкуренция по Курно при неполной информации изучалась многими авторами. В работах [14, 15] 

рассмотрена модель дуополии, где каждая из фирм обладает своей информацией относительно спроса. 

Также роль информации исследуется в работах [16, 17]. В статье [18] изучается модель олигополии, 

где фирмы обладают частной информацией и относительно кривой спроса, и относительно предельных 

затрат, при этом все фирмы считаются одинаковыми. В работе [19] рассматриваются картельные 

соглашения, когда при конкуренции по Курно фирмы обладают частной информацией относительно 

затрат. В работе [20] изучается конкуренция по Курно для игры, состоящей не из одного, а из двух 

этапов. В работе [21] сравниваются конкуренция по Курно и конкуренция по Бертрану при случайной 

выработке. В статье [22] рассматривается робастное равновесие для задач с неопределенностью. В 

работе [23] изучается вопрос, как информация о затратах конкурентов влияет на решения фирмы 

относительно развития и исследований. В ряде работ, например, в [24, 25] рассматриваются 

динамические модели. В работах [26, 27] изучается конкуренция в условиях неопределенности при 

дифференциации продукции. Более подробный обзор литературы по конкуренции Курно можно найти 

в работе [28].  

2. Система уравнений для равновесных стратегий 

Пусть каждая из 𝑛 фирм производит один товар, обратная функция спроса на товар фирмы 𝑖 
(функция цены) имеет вид 

𝑃𝑖(𝑞1, … , 𝑞𝑛) = 𝑎𝑖 − 𝑏𝑞𝑖 − 𝛾 ∑ 𝑞𝑗

𝑗≠𝑖

, 

где 𝑎1, … , 𝑎𝑛, 𝑏 и 𝛾 – положительные числа, 𝛾 < 2𝑏, 𝑞1, … , 𝑞𝑛 – объемы выпуска для 𝑛 фирм. Прибыль 

фирмы 𝑖 

𝜋𝑖(𝑐𝑖, 𝑞1, … , 𝑞𝑛) = (𝑎𝑖 − 𝑏𝑞𝑖 − 𝛾 ∑ 𝑞𝑗

𝑗≠𝑖

) 𝑞𝑖 − 𝑐𝑖𝑞𝑖, 

где 𝑐𝑖 – текущие предельные затраты фирмы 𝑖, 𝑖 = 1, … , 𝑛. 

Стратегией фирмы 𝑗 называется функция 𝑠𝑗, которая ставит в соответствие текущим предельным 

затратам 𝑐𝑗 выпуск 𝑞𝑗, 

𝑠𝑗(𝑐𝑗) = 𝑞𝑗. 

Пусть 𝐶𝑗 – это случайная величина, которая является вероятностной моделью для текущих 

предельных затрат 𝑐𝑗. Предполагается, что 

𝐸(𝐶𝑗) = 𝜇𝑗, 

где 𝜇𝑗 – средние предельные затраты фирмы 𝑗. Других предположений о совместном распределении 

случайных величин 𝐶1, … , 𝐶𝑛 кроме существования этих ожиданий не делается. Ожидаемая прибыль 

фирмы 𝑖 

Π𝑖(𝑐𝑖 , 𝑞𝑖) = (𝑎𝑖 − 𝑏𝑞𝑖 − 𝛾 ∑ 𝐸 (𝑠𝑗(𝐶𝑗))

𝑗≠𝑖

) 𝑞𝑖 − 𝑐𝑖𝑞𝑖.                                         (1) 

Напомним, что квантильная функция случайной величины 𝐶𝑗 имеет вид 

𝑟𝑗(𝑝) = inf  Ξ𝑗𝑝, 

где 

Ξ𝑗𝑝 = {𝜉 ∈ 𝑅:  𝑃𝑟𝑜𝑏(𝐶𝑗 ≤ 𝜉) > 𝑝},      0 < 𝑝 < 1. 
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Предположим, что 𝜑 – борелевская функция и ожидание случайной величины 𝜑(𝐶𝑗) существует. 

Тогда 

𝐸 (𝜑(𝐶𝑗)) = ∫ 𝜑 (𝑟𝑗(𝑝)) 𝑑𝑝                                                                 (2)
1

0

 

(см., например, [29]). 

Профиль стратегий 𝑠1, … , 𝑠𝑛 называется равновесием Байеса–Нэша, если  

Π𝑖(𝑐𝑖 , 𝑠𝑖(𝑐𝑖)) = max
𝑞𝑖

Π𝑖(𝑐𝑖 , 𝑞𝑖) 

при всех 𝑖 и при всех 𝑐𝑖. 

Для краткости рассмотрим 𝑖 = 1 и не будем указывать индекс, обозначающий фирму 1. Из (1) и (2) 

следует, что 

𝑑

𝑑𝑞
Π(𝑐, 𝑞) = −2𝑏𝑞 + (𝑎 − 𝑐) − 𝛾 ∑ ∫ 𝑠𝑗 (𝑟𝑗(𝑝)) 𝑑𝑝.

1

0

𝑛

𝑗=2

 

Условие 

𝑑

𝑑𝑞
Π(𝑐, 𝑞) = 0 

приводит к соотношению 

−2𝑏𝑞 + (𝑎 − 𝑐) = 𝛾 ∑ ∫ 𝑠𝑗 (𝑟𝑗(𝑝)) 𝑑𝑝.
1

0

𝑛

𝑗=2

 

Решение 𝑞 последнего уравнения является точкой максимума из-за того, что 

𝑑2

𝑑𝑞2
Π(𝑐, 𝑞) < 0 

при 𝑏 > 0. Поскольку 𝑠 – это равновесная стратегия, имеем 

−2𝑏𝑠(𝑐) + (𝑎 − 𝑐) = 𝛾 ∑ ∫ 𝑠𝑗 (𝑟𝑗(𝑝)) 𝑑𝑝.                                                     (3)
1

0

𝑛

𝑗=2

 

Таким образом, система уравнений для равновесных стратегий имеет вид 

−2𝑏𝑠𝑖(𝑐) + (𝑎𝑖 − 𝑐𝑖) = 𝛾 ∑ ∫ 𝑠𝑗 (𝑟𝑗(𝑝)) 𝑑𝑝,      𝑖 = 1, … , 𝑛.
1

0𝑗≠𝑖

 

3. Решение системы уравнений для равновесных стратегий  

Предположим, что функция 𝑠 является непрерывно дифференцируемой. Тогда из (3) вытекает, что 

−2𝑏𝑠′(𝑐) − 1 = 0. 

Следовательно, 

𝑠(𝑐) = −
𝑐

2𝑏
+ 𝛿,                                                                           (4) 

где значение 𝛿 должно быть определено. После подстановки (4) в (3) имеем 

−2𝑏 (−
𝑐

2𝑏
+ 𝛿) + (𝑎 − 𝑐) =  𝛾 ∑ ∫ (−

𝑟𝑗(𝑝)

2𝑏
+ 𝛿𝑗) 𝑑𝑝.

1

0

𝑛

𝑗=2

 

Используя (2) при 𝜑(𝑐) = 𝑐, получаем 
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−2𝑏 (−
𝑐

2𝑏
+ 𝛿) + (𝑎 − 𝑐) =  𝛾 ∑ (−

𝜇𝑗

2𝑏
+ 𝛿𝑗)

𝑛

𝑗=2

 

или после сокращений 

−2𝑏𝛿 + 𝑎 = 𝛾 ∑ 𝛿𝑗 −
𝛾

2𝑏

𝑛

𝑗=2

∑ 𝜇𝑗 .

𝑛

𝑗=2

 

Введем обозначения 

𝑎̅ =
1

𝑛
∑ 𝑎𝑗 ,     

𝑛

𝑗=1

 𝛿̅ =
1

𝑛
∑ 𝛿𝑗 ,      

𝑛

𝑗=1

𝜇̅ =
1

𝑛
∑ 𝜇𝑗.

𝑛

𝑗=1

 

Последнее уравнение (переходя от рассмотрения фирмы 1 к рассмотрению произвольной фирмы 𝑖) 
можно записать в виде 

−2𝑏𝛿𝑖 + 𝑎𝑖 = 𝛾(𝑛𝛿̅ − 𝛿𝑖) −
𝛾

2𝑏
(𝑛𝜇̅ − 𝜇𝑖),      𝑖 = 1, … , 𝑛.                                              (5) 

Складывая уравнения (5), получаем 

(𝛾 − 2𝑏)𝑛𝛿̅ + 𝑛𝑎̅ = 𝛾𝑛2𝛿̅ −
𝛾

2𝑏
𝑛(𝑛 − 1)𝜇̅. 

Введем обозначения 

𝑦 =
𝛾

𝑏
,     𝑧 = 2 − 𝑦. 

Тогда из последнего уравнения следует, что  

𝛿̅ =
0.5(𝑛 − 1)𝑦𝜇̅ + 𝑎̅

𝑏(𝑛𝑦 + 𝑧)
. 

В силу (5) 

𝛿𝑖 =
𝛾𝑛𝛿̅ − 0.5𝑦(𝑛𝜇̅ − 𝜇𝑖) − 𝑎𝑖

𝛾 − 2𝑏
. 

Воспользовавшись тем, что 𝛾 − 2𝑏 = −𝑏𝑧, получаем  

𝛿𝑖 =
1

𝑏𝑧
{𝑎𝑖 + 0.5𝑦(𝑛𝜇̅ − 𝜇𝑖) − 𝑛𝑦

0.5(𝑛 − 1)𝑦𝜇̅ + 𝑎̅

𝑛𝑦 + 𝑧
} = 

=
1

𝑏𝑧(𝑛𝑦 + 𝑧)
{(𝑛𝑦 + 𝑧)𝑎𝑖 − 𝑛𝑦𝑎̅ + 0.5𝑦(𝑛𝑦 + 𝑧)(𝑛𝜇̅ − 𝜇𝑖) − 0.5𝑦2𝑛(𝑛 − 1)𝜇̅} = 

=
1

𝑏𝑧(𝑛𝑦 + 𝑧)
{(𝑛𝑦 + 𝑧)(𝑎𝑖 − 𝑎̅) + 𝑧(𝑎̅ − 𝜇̅) + (𝑧 + 0.5𝑛𝑦𝑧 + 0.5𝑛𝑦2)𝜇̅ − 0.5𝑦(𝑛𝑦 + 𝑧)𝜇𝑖} = 

=
1

𝑏𝑧(𝑛𝑦 + 𝑧)
{(𝑛𝑦 + 𝑧)(𝑎𝑖 − 𝑎̅) + 𝑧(𝑎̅ − 𝜇̅) + (𝑛𝑦 + 𝑧)𝜇̅ − 0.5𝑦(𝑛𝑦 + 𝑧)𝜇𝑖}. 

В силу (4) находим 

𝑠𝑖(𝑐𝑖) = −
𝑐𝑖

2𝑏
+ 𝛿𝑖 =                                                                    (6) 

=
1

𝑏𝑧(𝑛𝑦 + 𝑧)
{(𝑛𝑦 + 𝑧)(𝑎𝑖 − 𝑎̅) + 𝑧(𝑎̅ − 𝜇̅) + (𝑛𝑦 + 𝑧) (𝜇̅ −

𝑦𝜇𝑖 + 𝑧𝑐𝑖

2
)}. 

Из формулы (6) следует, что чем больше текущие предельные затраты 𝑐𝑖, тем меньше равновесный 

объем выпуска фирмы 𝑖. Ограничимся рассмотрением случая, когда все фирмы остаются на рынке при 

любых своих возможных текущих предельных затратах 𝑐𝑖 (то есть выполняется условие 𝑠𝑖(𝑐𝑖) ≥ 0). 

Для этого обозначим 
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𝜆𝑖 = lim
𝑝→1

𝑟𝑖(𝑝) 

и будем предполагать, что 𝑠𝑖(𝜆𝑖) ≥ 0 при любом 𝑖. 
В частности, для случая, когда все фирмы производят однородный товар, то есть 𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑛 = 𝑎, 

𝑏 = 𝛾 и 𝑦 = 𝑧 = 1, формула (6) принимает вид 

𝑠𝑖(𝑐𝑖) =
1

𝑏(𝑛 + 1)
{(𝑎̅ − 𝜇̅) + (𝑛 + 1) (𝜇̅ −

𝜇𝑖 + 𝑐𝑖

2
)},                                            (7) 

что совпадает с формулой для равновесных стратегий, полученной в [2].   

Результат, следующий из формулы (7), является несколько неожиданным. Для определения 

равновесного объема выпуска 𝑞𝑖 сравнивать со средними по отрасли предельными затратами 𝜇̅ фирме 

𝑖 следует не свои средние предельные затраты 𝜇𝑖 и не свои текущие предельные затраты 𝑐𝑖, а 

0.5(𝜇𝑖 + 𝑐𝑖). При дифференциации продукции, когда 𝛾 < 𝑏, в этом случае 0 < 𝑦 < 1 < 𝑧, согласно 

формуле (6), больший вклад во взвешенную сумму 0.5(𝑦𝜇𝑖 + 𝑧𝑐𝑖) вносят текущие предельные затраты 

𝑐𝑖 и меньший – средние предельные затраты 𝜇𝑖. 

4. Заключение 

В работе найдены новые равновесия Байеса–Нэша для одной из игр, относящихся к теории 

олигополии Курно. При этом используется новый для данной области метод, выражение моментов 

случайной величины через интегралы от квантильной функции. Ранее этот метод для нахождения 

равновесий Байеса–Нэша использовался только в [2].  

Рассматриваются линейные обратная функция спроса и функции затрат, это позволяет получить 

выражения для равновесных стратегий в явном виде. Однако указанный метод может быть применен 

и для исследования нелинейных задач (и линейных задач с большим числом параметров). Но тогда 

систему уравнений для равновесных стратегий следует решать численно. 
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