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Аннотация. Доклад посвящен вопросу о существовании равновесного состояния в динамической модели типа 

Аллена, динамика которой определяется разностью двух отображений. С помощью результатов теории 

накрывающих отображений и точек совпадения получены достаточные условия существования положения 

равновесия для этой системы. 
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Введение 

В современном исследовании динамических процессов особое внимание уделяется проблеме 

существования положения равновесия, а также частичного, т.е. равновесия по части переменных 

фазового вектора. В различных моделях биологии, физики, экономики, транспортных потоков и 

макросистем положение равновесия выполняет роль стационарного состояния, в котором система 

может функционировать сколь угодно долго. Зачастую вопрос о существовании положения равновесия 

или частичного равновесия сводится к исследованию на разрешимость систем нелинейных 

алгебраических уравнений и неравенств. Общеизвестные методы исследования могут быть 

неприменимы в случае положения частичного равновесия, поскольку количество уравнений не 

совпадает с количеством переменных величин. Однако, решение задачи о существовании у системы 

положений частичного равновесия может дать теория накрывающих отображений и точек совпадения, 

активно развиваемая Аваковым Е.Р., Арутюновым А.В., Гельманом Б.Д., Дмитруком А.В., 

Дыхтой В.А., Жуковскими Е.С. и С.Е., Милютиным А.А., Обуховским В.В., Шоке Г. и другими (см., 

например, [1–3]). 

Вопрос о существовании положения частичного равновесия важен в приложениях к экономическим 

процессам. В моделях рынков положению равновесия соответствует ситуация, при которой не 

происходит перепроизводства и спрос на товары всего населения полностью удовлетворен. Такая 

ситуация является благоприятной с экономической точки зрения. 

Настоящая работа посвящена исследованию положения равновесия в системе дифференциальных 

уравнений, заданной разностью двух отображений и является продолжением исследований, начатых в 

[5–7]. Перейдем к описанию модели, а также формализации решаемой задачи. 

1. Описание модели и постановка задачи 

1.1. Описание модели 

Обозначим ℝ+
𝑛 = {𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛: 𝑥𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 𝑛}. Пусть заданы: число 𝑛 ∈ 𝑁 и векторы 𝑝 =

(𝑝1, … , 𝑝𝑛), 𝑐1 = (𝑐11, … , 𝑐1𝑛), 𝑐2 = (𝑐21, … , 𝑐2𝑛) ∈ ℝ+
𝑛  такие, что  𝑐1𝑖 < 𝑐2𝑖, 𝑐1𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑐2𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛 

(обозначим 𝑃 = [𝑐11, 𝑐21] × … × [𝑐1𝑛, 𝑐2𝑛]). Далее, пусть известны векторы 𝑝∗ = (𝑝1
∗, … , 𝑝𝑛

∗ ) ∈ 𝑃, 𝐷∗ =
(𝐷1

∗, … , 𝐷𝑛
∗), 𝑆∗ = (𝑆1

∗, … , 𝑆𝑛
∗) ∈ ℝ+

𝑛 . Наконец, пусть нам известны значения матриц 𝐸 = (𝐸𝑖𝑗)
𝑖,𝑗=1,𝑛

∈

ℝ𝑛×𝑛 и 𝐸̃ = (𝐸̃𝑖𝑗)
𝑖,𝑗=1,𝑛

∈ ℝ𝑛×𝑛. Как показано в [2], набор параметров однозначно определяет 

отображения 𝐷, 𝑆: ℝ+
𝑛 → ℝ+

𝑛  по следующим формулам: 

 𝐷𝑖(𝑝) = 𝐷𝑖
∗ ∏ (𝑝𝑗

∗)
−𝐸𝑖𝑗𝑝

𝑗

𝐸𝑖𝑗𝑛
𝑗=1 , (1) 

 𝑆𝑖(𝑝) = 𝑆𝑖
∗ ∏ (𝑝𝑗

∗)
−𝐸̃𝑖𝑗𝑝

𝑗

𝐸̃𝑖𝑗𝑛
𝑗=1 + 𝑎𝑖, (2) 

где 𝑎 = (𝑎1, … , 𝑎𝑛) ∈ ℝ𝑛. 

Рассмотрим следующую автономную систему дифференциальных уравнений (модель типа Аллена) 

 𝑝̇𝑖 = 𝑆𝑖(𝑝) − 𝐷𝑖(𝑝) + 𝑎𝑖, 𝑖 = 1, 𝑚, (3) 
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где 𝑚 ≤ 𝑛, а отображения 𝑆, 𝐷: ℝ+
𝑛 → ℝ+

𝑛  определены по формулам (1), (2) соответственно. 

Определение 1. Динамической моделью типа Аллена называется следующий набор параметров: 

 𝜎 = (𝑎, 𝑐1, 𝑐2, 𝑝∗, 𝑆∗, 𝐷∗, ℰ, ℰ̃), (4) 

определяющий систему (3). 

Задача состоит в том, чтобы найти положения частичного равновесия системы (3), т.е. решить 

систему 

 𝑆𝑖(𝑝) − 𝐷𝑖(𝑝) + 𝑎𝑖 = 0, 𝑐1𝑖 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑐2𝑖, 𝑖 = 1, 𝑚. (5) 

2. Накрывающие отображения и точки совпадения 

Получение достаточных условий существования решения уравнения (5) представляет собой 

нетривиальную задачу, поскольку уравнения, входящие в состав этой системы, являются 

нелинейными. Задача усложняется еще и тем, что нам необходимо найти решение, удовлетворяющее 

ограничениям, задаваемым векторами 𝑐1 и 𝑐2. Нам будет удобно рассмотреть решение этой системы 

как точку совпадения двух отображений. В [2] была получена теорема, которая гарантирует 

существование точки совпадения в случае, если одно из отображений является накрывающим, а другое 

удовлетворяет условию Липшица. Напомним соответствующие определения. 

Итак, рассмотрим метрические пространства (𝑋, 𝜌𝑋) и (𝑌, 𝜌𝑌), на которых определены отображения 

Ψ, Φ. В пространстве 𝑋 через 𝐵𝑋(𝑥, 𝑟) обозначим замкнутый шар в точке 𝑥 радиуса 𝑟, аналогично 

определим 𝐵𝑌(𝑦, 𝑟) в пространстве 𝑌. 

Определение 2 ([1]). Точка 𝜉 ∈ 𝑋 называется точкой совпадения отображений Ψ, Φ: 𝑋 → 𝑌, если 

Ψ(𝜉) = Φ(𝜉). 

Легко заметить, что решение системы (5) действительно является точкой совпадения отображений 

𝑆 + 𝑎 и 𝐷. 

Определение 3 ([1]). Пусть 𝛼 > 0. Если отображение Ψ: 𝑋 → 𝑌, удовлетворяет следующему 

условию: ∀𝑥 ∈ 𝑀, 𝑟 > 0 таких, что 𝐵𝑋(𝑥, 𝑟) ⊆ 𝑀, выполнено включение 

𝐵𝑌(𝛹(𝑥), 𝛼𝑟) ⊆ 𝛹(𝐵𝑋(𝑥, 𝑟)), 

то отображение Ψ называется 𝛼-накрывающим на множестве 𝑀 ⊆ 𝑋. 

В [1] была доказана следующая теорема. 

Теорема 2 ([1]). Пусть пространство 𝑋 полно и заданы 𝑥0 ∈ 𝑋, 𝛼 > 0, 𝑅 > 0. Пусть отображение 

Ψ: 𝑋 → 𝑌 является 𝛼-накрывающим на 𝐵𝑋(𝑥0, 𝑅) и gph Ψ является замкнутым множеством. Тогда для 

любого неотрицательного 𝛽 < 𝛼 и любого отображения Φ: 𝐵𝑋(𝑥0, 𝑅) → 𝑌, удовлетворяющего условию 

Липшица с константой 𝛽 такого, что 

𝜌𝑌(𝛹(𝑥0), 𝛷(𝑥0)) ≤ (𝛼 − 𝛽)𝑅, 

для отображений Ψ и Φ существует точка совпадения 𝜉 ∈ 𝑋, т.е. Ψ(𝜉) = Φ(𝜉), такая, что 

𝜌𝑌(𝑥0, 𝜉) ≤
𝜌𝑌 (𝛹(𝑥0), 𝛷(𝑥0))

𝛼 − 𝛽
. 

3. Основной результат 

Здесь и далее норма произвольного линейного оператора𝑄: (𝒳, ‖⋅‖𝒳) → (𝒴, ‖⋅‖𝒴), определенного 

на нормированных пространствах, задается формулой: 

‖𝑄‖ = 𝑠𝑢𝑝
‖𝑥‖𝒳=1

‖𝑄𝑥‖𝒴. 

Введем обозначения 

𝑎̂(𝜎𝑜) = 𝑚𝑖𝑛
𝑖=1,𝑚

‖‖(
𝜕𝑆

𝜕𝑝
(𝑝))

𝑇

((
𝜕𝑆

𝜕𝑝
(𝑝)) (

𝜕𝑆

𝜕𝑝
(𝑝))

𝑇

)

−1

‖‖

−1

, 
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𝛽̂(𝜎𝑜) = 𝑚𝑎𝑥
1=1,𝑚

𝐷𝑖
∗ (∏(𝑝𝑗

∗)
−𝐸𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

) ∑
|𝐸𝑖𝑘|(𝑐2𝑘 − 𝑐1𝑘)

2
𝑚𝑎𝑥
𝑙=1,2

{𝑐𝑙𝑘
𝐸𝑖𝑘−1

}

𝑛

𝑘=1

∏ 𝑚𝑎𝑥
𝑗=1,2

𝑐
𝑙𝑗

𝐸𝑖𝑗

𝑗=1
𝑗≠𝑘

, 

𝛾(𝜎𝑜) = 𝑚𝑎𝑥
𝑖=1,𝑚

|𝑆𝑖(𝑐̃) + 𝑎𝑖 − 𝐷𝑖(𝑐̃)|. 

В [5] была доказана следующая теорема: 

Теорема 3 ([5]). Пусть параметры модели 𝜎𝑜 ∈ 𝛴𝑜 удовлетворяют условиям: 

𝑑𝑒𝑡 (
𝜕𝑆

𝜕𝑝
(𝑝)) (

𝜕𝑆

𝜕𝑝
(𝑝))

𝑇

≠ 0, 

𝛾(𝜎) < 𝛼̂(𝜎) − 𝛽̂(𝜎). 

Тогда в системе (3), определенной моделью 𝜎, существует положение частичного равновесия 𝑝̂ =

(𝑝̂1, … , 𝑝̂𝑛) ∈ ℝ+
𝑛  такое, что 𝑐1𝑖 ≤ 𝑝̂𝑖 ≤ 𝑐2𝑖 ∀𝑖 = 1, 𝑛. 

Доказательство. В пространствах ℝ𝑛 и ℝ𝑚 определим две нормы: 

‖𝑥‖1 = 𝑚𝑎𝑥
𝑖=1,𝑛

2|𝑥𝑖|

𝑐2𝑖 − 𝑐1𝑖
, 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛; 

‖𝑦‖2 = 𝑚𝑎𝑥
𝑖=1,𝑛

|𝑦𝑖| , 𝑦 = (𝑦1, … , 𝑦𝑚) ∈ ℝ𝑚. 

Рассмотрим отображения 𝐷, 𝑆: (ℝ𝑛, 𝜌1) → (ℝ𝑚, 𝜌2), где метрики 𝜌1 и 𝜌2 порождены нормами ‖ ⋅ ‖1 

и ‖⋅‖2 соответственно. 

Сначала оценим константу Липшица отображения 𝐷 на множестве 𝑃, которую обозначим через 

lip(𝐷|𝑃). Известно, что [4] 

𝜕𝐷𝑖

𝜕𝑝𝑗

(𝑝) =
𝐸𝑖𝑗𝐷𝑖(𝑝)

𝑝𝑗
. 

Отсюда мы получаем 

‖
𝜕𝐷

𝜕𝑝
(𝑝)‖ = 𝑚𝑎𝑥

‖𝑥‖1=1
‖

𝜕𝐷

𝜕𝑝
(𝑝)𝑥‖

2

= 𝑚𝑎𝑥
‖𝑥‖1=1

𝑚𝑎𝑥
𝑖=1,𝑚

|∑
𝜕𝐷𝑖

𝜕𝑝𝑘

(𝑝)𝑥𝑘

𝑛

𝑘=1

| ≤ 𝑚𝑎𝑥
‖𝑥‖1=1

𝑚𝑎𝑥
𝑖=1,𝑚

|∑
𝐸𝑖𝑘𝐷𝑖(𝑝)

𝑝𝑘
𝑥𝑘

𝑛

𝑘=1

| = 

= 𝑚𝑎𝑥
‖𝑥‖1=1

𝑚𝑎𝑥
𝑖=1,𝑚

|∑
𝐸𝑖𝑘

𝑝𝑘
𝐷𝑖

∗ ∏(𝑝𝑗
∗)

−𝐸𝑖𝑗
𝑝

𝑗

𝐸𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑥𝑘

𝑛

𝑘=1

| ≤ 𝑚𝑎𝑥
‖𝑥‖1=1

𝑚𝑎𝑥
𝑖=1,𝑚

∑
|𝐸𝑖𝑘|

𝑝𝑘
𝐷𝑖

∗|𝑥𝑘| ∏(𝑝𝑗
∗)

−𝐸𝑖𝑗
𝑝

𝑗

𝐸𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑘=1

≤ 

≤ 𝑚𝑎𝑥
1=1,𝑚

𝐷𝑖
∗ (∏(𝑝𝑗

∗)
−𝐸𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

) ∑
|𝐸𝑖𝑘|(𝑐2𝑘 − 𝑐1𝑘)

2
𝑚𝑎𝑥
𝑙=1,2

{𝑐𝑙𝑘
𝐸𝑖𝑘−1

}

𝑛

𝑘=1

∏ 𝑚𝑎𝑥
𝑗=1,2

𝑐
𝑙𝑗

𝐸𝑖𝑗

𝑗=1
𝑗≠𝑘

= 𝛽̂(𝜎). 

Следовательно, 

𝑙𝑖𝑝(𝐷|𝑃) = 𝑚𝑎𝑥
𝑝∈𝑃

‖
𝜕𝐷

𝜕𝑝
(𝑝)‖ ≤ 𝛽̂(𝜎). 

Далее, перейдем к оценке константы накрывания отображения 𝑆 на множестве 𝑃, которую мы 

обозначим через cov(𝑆|𝑃). Известно [3], что: 

𝑐𝑜𝑣(𝑆|𝑃) = 𝑚𝑖𝑛
𝑝∈𝑃

𝑐𝑜𝑣 (
𝜕𝑆

𝜕𝑝
(𝑝)). 

Кроме того, в силу [7] имеем 
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𝑐𝑜𝑣 (
𝜕𝑆

𝜕𝑝
(𝑝)) ≥ ‖‖(

𝜕𝑆

𝜕𝑝
(𝑝))

𝑇

((
𝜕𝑆

𝜕𝑝
(𝑝)) (

𝜕𝑆

𝜕𝑝
(𝑝))

𝑇

)

−1

‖‖

−1

= 𝛼̂(𝑝). 

В силу условия 1) теоремы 3 эта норма конечна. 

Следовательно, 

𝑐𝑜𝑣(𝑆|𝑃) ≥ 𝛼̂(𝜎). 

В силу условия 2) и неравенств 

𝑐𝑜𝑣(𝑆|𝑃) ≥ 𝛼̂(𝜎), 𝑙𝑖𝑝(𝐷|𝑃) ≤ 𝛽̂(𝜎) 

следует, что найдутся такие 𝛼, 𝛽, что 𝛾(𝜎) < 𝛽 − 𝛼, отображение 𝑆 является накрывающим на 𝑃 с 

константой 𝛼, а отображение 𝐷 удовлетворяет на 𝑃 условию Липшица с константой 𝛽. Поскольку 𝑃 

является полным метрическим пространством (как подпространство (ℝ𝑛, ‖⋅‖1), то по теореме 2 

существует вектор 𝑝̂ ∈ 𝑃 такой, что 

𝑆𝑖(𝑝̂) − 𝐷𝑖(𝑝̂) + 𝑎𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 𝑚. 

Кроме того, в силу условия 2) мы получаем, что 𝑝̂ ∈ int 𝑃, так как в силу теоремы 2 

𝜌1(𝑝̂, 𝑐̃) ≤
𝜌2(𝑆(𝑐̃), 𝐷(𝑐̃))

𝛼 − 𝛽
< 1. 

4. Частный случай 

В случае 𝑚 = 𝑛 система (5) решается достаточно просто. Оказывается, что в этом случае 

отображения 𝑆 и 𝐷 являются биективными. Покажем это на примере отображения 𝑆. Рассмотрим 

уравнение 𝑆(𝑝) = 𝑠, где 𝑠 = (𝑠1, … , 𝑠𝑛) ∈ 𝑆(𝑃), т.е. 

𝑆𝑖
∗ ∏(𝑝𝑗

∗)
−𝐸̃𝑖𝑗𝑝

𝑗

𝐸̃𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

= 𝑠𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛. 

Взяв логарифм от левой и правой частей в каждом уравнении этой системы, мы получим 

эквивалентную систему: 

𝑙𝑛 𝑆𝑖
∗ + ∑(𝐸̃𝑖𝑗 𝑙𝑛 𝑝𝑗 − 𝐸̃ 𝑙𝑛 𝑝𝑗

∗)

𝑛−

𝑗=1

= 𝑙𝑛 𝑠𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛.  

Отсюда мы получаем следующую эквивалентную систему: 

 ∑ 𝐸̃𝑖𝑗 𝑙𝑛 𝑝𝑗
𝑛
𝑗=1 = 𝑙𝑛 (

𝑠𝑖

𝑆𝑖
∗) + ∑ 𝐸̃𝑖𝑗 𝑙𝑛 𝑝𝑗

∗𝑛
𝑗=1 . (6) 

Если модель 𝜎 удовлетворяет условиям теоремы 3, то det 𝐸̃ ≠ 0. Отсюда по теореме Кронекера-

Капелли следует, что система (6) имеет решение, более того, единственное по следствию из нее. Таким 

образом, отображение 𝑆 является биективным. Аналогичные рассуждения справедливы и для 

отображения 𝐷. 

Поскольку отображение 𝑆 биективно, мы можем рассмотреть отображение 𝐵: 𝑃 → ℝ+
𝑛 , 𝐵 = 𝑆−1 ∘

(𝐷 − 𝑎), а задачу поиска положения равновесия – как задачу поиска неподвижной точки отображения 

𝐵. Достаточные условия существования положения, изложенные ниже, следуют из теоремы Банаха о 

неподвижной точке. 

Введем следующие обозначения: 

 𝛼̅(𝜎) = 𝑚. 𝑎𝑥
𝑖=1,𝑛

2

𝑐2𝑖−𝑐1𝑖
∑

|𝐹̃𝑘𝑖| 𝑚𝑎𝑥{𝑐
1𝑖

1−𝐸̃𝑘𝑖 ,𝑐
2𝑖

1−𝐸̃𝑘𝑖}

𝑆𝑘
∗ ∏ (𝑝𝑗

∗)
−𝐸̃𝑘𝑗

∏ 𝑚𝑖𝑛{𝑐
1𝑖

𝐸̃𝑘𝑗
,𝑐

2𝑖

𝐸̃𝑘𝑗
}𝑛

𝑗=1
𝑗≠𝑖

𝑛
𝑗=1

𝑛
𝑘=1 , (7) 

 𝛽̅(𝜎) = 𝑚𝑎𝑥
1=1,𝑚

𝐷𝑖
∗ (∏ (𝑝𝑗

∗)
−𝐸𝑖𝑗𝑛

𝑗=1 ) ∑
|𝐸𝑖𝑘|(𝑐2𝑘−𝑐1𝑘)

2
𝑚𝑎𝑥
𝑙=1,2

{𝑐𝑙𝑘
𝐸𝑖𝑘−1

}𝑛
𝑘=1 ∏ 𝑚𝑎𝑥

𝑗=1,2
𝑐

𝑙𝑗

𝐸𝑖𝑗
𝑗=1
𝑗≠𝑘

, (8) 
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𝛾(𝜎) = 𝑚𝑎𝑥
𝑖=1,𝑚

|𝑆𝑖(𝑐̃) + 𝑎𝑖 − 𝐷𝑖(𝑐̃)|, 

где 𝐹𝑖𝑗 – элемент матрицы ℱ, обратной к ℰ̃. 

Доказана следующая теорема. 

Теорема 1. Пусть параметры модели 𝜎 удовлетворяют следующим условиям: 

1) det ℰ̃ ≠ 0; 

2) 𝛾̅(𝜎) < 𝛼̅(𝜎) − 𝛽̅(𝜎). 
Тогда в системе вида (3), определенной моделью 𝜎, существует положение равновесия 𝑝0 ∈ 𝑃. 

5. Заключение 

Полученные теоремы позволяют получить содержательные результаты о существовании 

положения равновесия в модели типа Аллена, динамика которой описывается разностью отображений 

двух метрических пространств. В моделях, которые удовлетворяют условиям теоремы, можно 

использовать различные методы нахождения точки совпадения (см., например, [5]). Развитый 

математический аппарат может быть приложен к широкому кругу прикладных задач, например, в 

экономических моделях, в которых положение равновесия совпадает с положением рыночного 

равновесия, при котором совокупный спрос на товары равен предложению этих товаров. 
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