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Аннотация. Рассматривается искусственный спутник Земли с электродинамической системой управления 

угловой ориентацией. Изучается режим стабилизации спутника в магнито-лоренцевой системе координат. 

Решается задача аналитического построение программного движения спутника в режиме полупассивного 

управления. С применением метода комплексной автономизации получено решение в виде отрезков 

тригонометрических рядов.  
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Введение 

Для искусственных спутников Земли (ИСЗ), испытывающих воздействие многочисленных силовых 

факторов, проблема аналитического описания установившихся колебательных режимов в той или иной 

базовой системе координат является практически важной для правильной обработки поступающей с 

ИСЗ измерительной информации [1].  

Для ИСЗ, взаимодействующих с геомагнитным полем и оборудованных магнитными системами 

управления (МСУ) [2, 3], в качестве базовых могут использоваться орбитальная, кенигова, а также 

магнито-скоростная система координат. Лоренцевы системы управления (ЛСУ) [4], похожие на МСУ 

по характеру генерируемых управляющих моментов и опирающиеся на использование моментов сил 

Лоренца, также основаны на использовании взаимодействия ИСЗ с геомагнитным полем [5]. В данной 

работе рассматривается спутник с интегрированной электродинамический системой управления, 

представляющей собой синтез МСУ и ЛСУ [6]. Одновременное использование возможностей МСУ и 

ЛСУ позволяет снять характерные ограничения, присущие как МСУ, так и ЛСУ по-отдельности.  

Естественной системой координат для стабилизации ИСЗ с помощью электродинамической 

системы управления является магнито-лоренцева система координат [7]. Эта вращающаяся базовая 

система координат, связанная с вектором магнитной индукции B геомагнитного поля, силой Лоренца 

и орбитальной скоростью центра масс ИСЗ, представляется удобной для реализации некоторых 

режимов сканирования поверхности Земли. В работе [8] изучен вопрос об электродинамической 

стабилизации ИСЗ в магнито-лоренцевой системе координат. Однако, не рассмотрен вопрос о 

пассивной реализации режима ориентированного движения ИСЗ в магнито-лоренцевой системе 

координат, являющейся естественной для электродинамического метода управления угловым 

движением ИСЗ. В данной работе, направленной на рассмотрение этого вопроса, ставится цель 

построения аналитического решения неавтономных дифференциальных уравнений, описывающих 

малые колебания ИСЗ, пассивно стабилизированного в магнито-лоренцевой системе координат. При 

этом развивается новая методика построения установившихся колебательных режимов ИСЗ, ранее не 

применявшаяся в задачах динамики углового движения ИСЗ. Построенное аналитическое решение 

демонстрирует хорошее совпадение с результатами компьютерного моделирования. 

1. Математическая модель задачи 

Рассмотрим движение ИСЗ, несущего постоянный электрический заряд Q и имеющий магнитный 

момент I, направленный вдоль одной из главных осей инерции, и симметричное распределение масс: 

все главные моменты инерции равны 𝐴 = 1500 кг ∙ м2. Обозначим центр масс ИСЗ как С, а центр 

Земли как О. ИСЗ движется по круговой экваториальной орбите. Обозначим 𝜔𝑒 = 7.292 ∙ 10
−5 рад/с – 

величину угловой скорости суточного вращения Земли, 𝜔0 = 0,001078 рад/с  – величину угловой 

скорости орбитального движения ИСЗ, µ – гравитационный параметр Земли.  

Введем систему координат OXYZ, жестко связанную с Землей: ось Z направлена из центра Земли к 

географическому северному полюсу, оси X и Y расположены в экваториальной плоскости. Вместе с 

тем мы будем использовать орбитальную систему координат 𝐶𝜉𝜂𝜁, где ось 𝜁 направлена по вектору 

                                           
1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 24-21-00104, https://rscf.ru/project/24-

21-00104/ 

494



𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, ось 𝜉 лежит в плоскости орбиты и направлена в сторону движения ИСЗ, а ось 𝜂 – дополняющая до 

правой тройки. Главные оси инерции –  𝐶𝑥𝑦𝑧. Колебания ИСЗ будут рассматриваться в магнито-

лоренцевой системе координат с ортами 𝒘,𝒃, 𝒕 векторов 𝑾 = 𝑩× 𝑻, 𝑩, 𝑻 = 𝒗′𝒄 × 𝑩, где 𝒗′𝒄 – скорость 

ИСЗ относительно магнитного поля Земли, 𝑩 – вектор магнитной индукции. Положение ИСЗ (с осями 

𝐶𝑥𝑦𝑧) в магнито-лоренцевой системе координат 𝐶𝑤𝑏𝑡 будем задавать самолетными углами 𝜑, 𝜃, 𝜓. 

В качестве модели МПЗ примем модель “наклонного магнитного диполя” c вектором магнитной 

индукции 𝑩 = (1/𝑅3)(3(𝒎 ∙ 𝑹)𝑹–𝑅2 ∙ 𝒎), где 𝒎 – магнитный момент диполя, имеющий компоненты 

𝑚𝑋 = 𝑅з
3𝑔1

1,    𝑚𝑌 = 𝑅з
3ℎ1

1,    𝑚𝑍 = 𝑅з
3𝑔1

0,   в которых 𝑔1
1,    ℎ1

1,    𝑔1
0  – гауссовы коэффициенты, 𝑹  – 

радиус-вектор центра масс ИСЗ, а 𝑅З – радиус Земли. 

Момент, создаваемый при помощи управления в его полупассивном варианте в линейном 

приближении, в проекциях на главные центральные оси инерции имеет вид: 

 {

𝑀𝑥 = −(𝑘𝑀0+𝑘𝐿0)𝜑 − (ℎ𝑀0+ℎ𝐿0)𝜑̇

𝑀𝑦 = −𝑘𝐿0  𝜃 − ℎ𝐿0𝜃̇

𝑀𝑧 = −𝑘𝑀0  𝜓 − ℎ𝑀0𝜓̇

, (1) 

где 𝑘𝑀0 = 𝑄𝑘𝑀|𝑩|
2, 𝑘𝐿0 = 𝑄𝑘𝐿|𝑻|

2, ℎ𝑀0 = 𝑄ℎ𝑀|𝑩|
2, ℎ𝐿0 = 𝑄ℎ𝐿|𝑻|

2, 𝑘𝑀 = 3, 725 ·  10
7, 𝑘𝐿 = 153, 

ℎ𝐿 =3800,  ℎ𝑀 = 9, 3 ·   10
7. 

После перехода к безразмерному времени 𝛾=(𝜔0 −𝜔𝑒)𝑡 система дифференциальных уравнений, 

описывающая движение ИСЗ вокруг центра масс, принимает вид: 

 

{
 
 

 
 𝜑′′ + 𝐻𝑀(1 + ∆1𝑐𝑜𝑠

2𝛾)𝜑′ +𝐻𝐿(1 + ∆2𝑐𝑜𝑠
2𝛾)𝜑′ − 𝐺3𝜃

′ + 𝐺2𝜓
′ +

+𝐾𝑀(1 + ∆1𝑐𝑜𝑠
2𝛾)𝜑 + 𝐾𝐿(1 + ∆2𝑐𝑜𝑠

2𝛾)𝜑 + 𝐺′1 = 0

𝜃′′ + 𝐺3𝜑′+𝐻𝐿(1 + ∆2𝑐𝑜𝑠
2𝛾)𝜃′ − 𝐺1𝜓′ + 𝐾𝐿(1 + ∆2𝑐𝑜𝑠

2𝛾)𝜃 − 𝐺′1𝜓 + 𝐺′2 = 0

 𝜓′′ − 𝐺2 𝜑
′+𝐻𝑀(1 + ∆1𝑐𝑜𝑠

2𝛾) 𝜓′ + 𝐺1𝜃′ + 𝐾𝑀(1 + ∆1𝑐𝑜𝑠
2𝛾)𝜓 + 𝐺′1𝜃 + 𝐺′3 = 0

, (2) 

где безразмерные величины равны 𝐻𝑀 = 0,3185, 𝐻𝐿 = 0,3587, 𝐾𝐿 = 14,3707,  𝐾𝑀 = 12,6911,  

∆1=0,09510, ∆2= 0,130958 для выбранных значений параметров. А функции 𝐺𝑖 – периодические, 

частично разложенные в ряды Фурье с точностью до 7 знака: 

𝐺1  =  𝑆1
1 𝑠𝑖𝑛 𝛾 + 𝑆1

3  𝑠𝑖𝑛 3𝛾 +  𝑆1
5  𝑠𝑖𝑛 5𝛾 +  𝑆1

7 𝑠𝑖𝑛 7𝛾 = 0 

 𝐺2  =  𝐶2
0 +  𝐶2

2 𝑐𝑜𝑠2𝛾 + 𝐶2
4  𝑐𝑜𝑠4𝛾 +  𝐶2

6  𝑐𝑜𝑠 6𝛾 +  𝐶2
8 𝑠𝑖𝑛 8𝛾 = 0 (3) 

𝐺3  =  𝐶3
1 𝑐𝑜𝑠𝛾 + 𝐶3

3  𝑐𝑜𝑠3𝛾 +  𝐶3
5  𝑐𝑜𝑠 5𝛾 +  𝐶3

7 𝑠𝑖𝑛 7𝛾 = 0 

Притом 𝑆1
1 = −0,5324,  𝑆1

3 = −0,0142, 𝑆1
5 = −0,000385, 𝑆1

7 = 0.0000105, 𝐶2
0 = 1.0008, 

𝐶2
2 = 0.00872, 𝐶2

4 = −0.00094,  𝐶2
6 = 0.0000395, 𝐶2

8 = −1.5603 ·  10−6,𝐶3
1 = −0.5472, 𝐶3

3 = 0.01242, 

 𝐶3
5 = −0.000348,   𝐶3

7 = 9.887 ·  10−6 для выбранных значений параметров. 

2. Аналитическое исследование дифференциальной системы 

Мы будем искать приближенное периодическое решение, соответствующее установившемуся 

режиму колебаний. Для этого введем замену переменных: 𝑦1 = 𝑒
𝑖𝛾,  𝑦2 = 𝑒

−𝑖𝛾. Далее записываем 

𝑐𝑜𝑠 𝛾 = (𝑦1 + 𝑦2)/2, 𝑠𝑖𝑛 𝛾 = (𝑦1 − 𝑦2)/(2𝑖). Теперь левая часть дифференциальной системы зависит 

лишь от переменных  𝑦1, 𝑦2, 𝜑, 𝜑′, 𝜃, 𝜃′, 𝜓, 𝜓′ и не зависит от безразмерного времени 𝛾. Для получения 

приближенного решения мы будем считать переменные 𝑦1, 𝑦2 независимыми. Выпишем первые члены 

разложения в степенные ряды уравнений системы (2): 

 {

𝜑′′ + (𝐴𝐿+𝐴𝑀)𝜑
′ + 𝐶2

0𝜓′ + (𝑃𝐿+𝑃𝑀)𝜑
′ + 𝜑′(𝑦1

2+𝑦2
2)(𝐵𝐿+𝐵𝑀)/2 +⋯ .  =  0

𝜃′′ + 𝐴𝐿𝜃
′ + 𝑃𝐿𝜃

′ + 𝜑′(𝑦1𝐶3
1/2 + 𝑦1

3 𝐶3
3/2) + ⋯.  =  0

𝜓′′ − 𝜑′𝐶2
0 + 𝐴𝑀𝜓

′ + 𝑃𝐿𝜓
′ − 𝜑′ (

𝑦1
2𝐶2

2

2
+
𝑦2
2𝐶2

2

2
) +⋯ = 0

 (4) 

Приближенное решение системы (4) будем искать в виде: 

(𝜑, 𝜃, 𝜓)𝑇 = 𝐴10𝑦1  + 𝐴01𝑦2  + 𝐴20𝑦1
2  + 𝐴11𝑦1𝑦2  +  𝐴02𝑦2

2  +  𝐴30𝑦1
3  + 𝐴21𝑦1

2 𝑦2  + 𝐴12𝑦1𝑦2
2  +

   + 𝐴03𝑦2
3   +  𝐴40𝑦1

4  +  𝐴31𝑦1
3  𝑦2  +  𝐴22𝑦1

2 𝑦2
2  +  𝐴13𝑦1𝑦2

3  +  𝐴04𝑦2
4   + 𝐴50𝑦1

5  +  𝐴41𝑦1
4 𝑦2  +

                                        +𝐴32𝑦1
3𝑦2

2  + 𝐴23𝑦1
2𝑦2

3  + 𝐴14𝑦1𝑦2
4  +  𝐴05𝑦2

5 , (5) 

где 𝐴𝑖𝑘 = (𝛷𝑖𝑘 , 𝛩𝑖𝑘 , 𝛹𝑖𝑘)
𝑇 – вектор-коэффициенты. 
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После подстановки (5) в (4) и приравнивания коэффициентов при одинаковых степенях в мономах 

𝑦1
𝑖𝑦2
𝑘, мы получим линейные системы уравнений, позволяющие определить коэффициенты  𝐴𝑖𝑘. Эти 

системы не будут образовывать бесконечную систему взаимосвязанных алгебраических уравнений. 

Системы, полученные приравниванием членов порядка 𝑖 + 𝑘 = 𝑚 будут содержать в себе только 

коэффициенты 𝐴𝑖𝑘 порядка не больше m.  Это позволяет выразить последующие коэффициенты через 

предыдущие и, таким образом, находить приближение сколь угодно большого порядка. Приведем 

несколько полученных систем: 

 

{
 
 

 
 𝛷10(−1 + 𝑖(𝐴𝐿+𝐴𝑀) + (𝑃𝐿 + 𝑃𝑀)) + 𝛹10 𝑖 + 𝐶2

0 𝑆1
1

2
= 0  

𝛩10(−1 + 𝑖𝐴𝐿 + 𝑃𝐿) = 0

𝛹10(−1 − 𝑖𝐴𝑀 + 𝑃𝑀) + 𝑖𝐶2
0𝛷10 +

𝑖𝐶3
1

2
= 0

 (6) 

 {

𝛷20(−4 + 2𝑖(𝐴𝐿+𝐴𝑀) + (𝑃𝐿 + 𝑃𝑀)) + 2𝑖𝛹20𝐶2
0 = 0

𝛩20(−4 + 2𝑖𝐴𝐿 + 𝑃𝐿) +
𝑖𝛷10𝐶3

1

2
−𝛹10𝑆1

1 + 𝑖𝐶2
2 = 0

𝛹20(−4 + 2𝑖𝐴𝑀 + 𝑃𝑀) − 2𝑖𝐶2
0𝛷20 = 0

 (7) 

Система (6) позволяет найти 𝐴10, в ней не участвуют коэффициенты порядка 1 и выше. Также будет 

и для всех систем первого порядка. Система (7) позволяет найти 𝐴20, зная все коэффициенты первого 

порядка. Та же закономерность будет прослеживаться и для остальных линейных систем. 

Решая все системы, мы увидим, что будет выполнено 𝐴𝑖𝑘̅̅ ̅̅ = 𝐴𝑘𝑖, что соответствует вещественности 

полученного решения.  Используя это, решение можно записать в вещественном виде: 

2{−𝑠𝑖𝑛(𝛾) 𝐼𝑚(𝐴1,0 + 𝐴2,1 + 𝐴3,2) + 𝑐𝑜𝑠(𝛾) 𝑅𝑒(𝐴1,0 + 𝐴2,1 + 𝐴3,2) + 

 +𝑐𝑜𝑠(2𝛾) 𝑅𝑒(𝐴2,0 + 𝐴3,1) − 𝑠𝑖𝑛(2𝛾) 𝐼𝑚(𝐴2,0 + 𝐴3,1) + (8) 

+𝑐𝑜𝑠(3𝛾) 𝑅𝑒(𝐴3,0 + 𝐴4,1) − 𝑠𝑖𝑛(3𝛾) 𝐼𝑚(𝐴3,0) + 𝑐𝑜𝑠(4𝛾) 𝑅𝑒(𝐴4,0) − 𝑠𝑖𝑛(4𝛾) 𝐼𝑚(𝐴4,0 + 𝐴4,1) − 

−𝑠𝑖𝑛(5𝛾) 𝐼𝑚(𝐴5,0) + 𝑐𝑜𝑠(5𝛾)𝑅𝑒(𝐴5,0)} + 𝑅𝑒(𝐴1,1 + 𝐴2,2). 

3. Компьютерное моделирование и сравнение 

Построение численного решения неавтономной системы (2) осуществлено методом Эйлера на 

отрезке [0; 60π]. Для тех же начальных условий построено численное решение, соответствующее 

аналитическому решению (8). На рисунке 1 показаны фазовые траектории построенных 

аналитического и численного решений.  

 

 

496



 

 

Рис. 1. Фазовые траектории решений системы 

Анализ приведенных графиков показывает, что аналитическое и численное решения имеют очень 

хорошую точность совпадения. Численный подсчет максимальной разности Δ𝑚𝑎𝑥Φ,  Δ𝑚𝑎𝑥Θ,Δ𝑚𝑎𝑥Ψ  

двух решений дает следующий результат: 

𝛥𝑚𝑎𝑥𝛷 = 0,00018,  𝛥𝑚𝑎𝑥𝛩 = 0,0013,  𝛥𝑚𝑎𝑥𝛹 = 0,0014. 

Это еще раз свидетельствует об эффективности применяемого метода построения приближенного 

периодического решения. 

4. Заключение 

Таким образом, в ходе проделанной работы проведено компьютерное моделирование колебаний 

ИСЗ во введенной магнито-лоренцевой системе координат в гравитационном и магнитном полях Земли 

на основе полученной системы дифференциальных уравнений, описывающей полупассивный режим 

управления угловой ориентацией ИСЗ.  

Для построения приближенного аналитического решения был использован метод комплексной 

автономизации. Получено разложение периодического решения в тригонометрические ряды до 

гармоник пятого порядка включительно. Построенные графики на фазовых плоскостях являются 

замкнутыми кривыми, что свидетельствует о существовании такого установившегося режима 

колебаний.  По этим же графикам можно судить о том, что полученное решение достаточно точно 

описывает установившиеся колебания. 

Аналитическое выражение дает возможность для оценки величины этих колебаний, что позволит, 

в зависимости от миссии ИСЗ, судить о необходимости их учета. Если этот учет необходим, то 

аналитическое выражение позволит внести поправки в показания бортовых приборов и улучшить 

точность измерений. 
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