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Аннотация. В работе рассматривается орбитальное движение космического аппарата (КА), обладающего 

переменным электрическим зарядом, в геофизических полях. Исследуется возможность безреактивного 

управления орбитальным движением КА за счет его взаимодействия с геомагнитным полем. На основе анализа 

системы дифференциальных уравнений предлагается закон изменения заряда для повышения и понижения 

орбиты КА. Работоспособность предложенного способа управления подтверждается компьютерным 

моделированием. 
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Введение 

Стремительное развитие и совершенствование космической промышленности привело к созданию 

малых космических аппаратов (КА), которые активно применяются как в учебно-образовательных 

целях, так и в задачах, связанных с обеспечением навигации и мониторинга [1–2]. К преимуществу 

использования малых КА следует отнести низкую стоимость производства и небольшие сроки их 

изготовления. Высокий уровень развития нанотехнологий делает возможным интеграцию на борту 

малых КА различной миниатюрной аппаратуры, измерительных датчиков и гироскопов, что позволяет 

успешно определять их ориентацию в пространстве и обеспечивать стабилизацию программных 

режимов углового движения [3–5]. С другой стороны, размеры малых КА накладывают определенные 

ограничения и затрудняют использование хорошо зарекомендовавших себя систем и органов 

управления орбитальным движением. Например, применение реактивных двигателей становится 

проблематичным ввиду небольших запасов топлива на борту КА. Таким образом, возникают 

актуальные задачи, связанные с разработкой новых способов управления орбитальным движением КА, 

основанных на взаимодействии с внешними естественными источниками энергии. 

В процессе своего движения КА подвергается воздействию различных сил и моментов, 

оказывающих влияние на его динамику. В настоящей работе исследуется орбитальное движение КА, 

обладающего переменным электрическим зарядом, в центральном гравитационном и дипольном 

магнитном полях Земли. Влияние электризации корпуса КА в некоторых случаях рассматривается в 

качестве нежелательного эффекта [6–8], приводящего к изменению параметров орбиты, но в то же 

время применяется в рамках способов управления движением, что отражается в многочисленных 

работах исследователей по всему миру [9–13].  

В настоящей работе изучается возможность безреактивного управления орбитальным движением 

КА, основанного на взаимодействии с магнитным полем Земли (МПЗ), а именно на использовании 

силы Лоренца, действующей со стороны последнего на движущийся в нем заряженный КА. На основе 

аналитического исследования системы дифференциальных уравнений движения предлагаются 

простые законы изменения электрического заряда для увеличения и уменьшения высоты его орбиты. 

Проводится численное моделирование, демонстрирующее работоспособность предложенного способа 

управления орбитальным движением КА за счет изменения его электрического заряда, без 

использования реактивных двигателей. 

1. Дифференциальные уравнения движения 

Рассмотрим представленную на рис. 1 инерциальную правую декартову систему координат Oxyz, 

начало которой расположено в центре Земли. Ось Oz направлена перпендикулярно плоскости 

первоначальной орбиты, а ось Ox – в ее восходящий узел, при этом орбита имеет произвольное 

наклонение i. Будем исследовать орбитальное движение КА, обладающего переменным электрическим 

зарядом q = q(t), в гравитационном и магнитном полях Земли. Со стороны гравитационного поля на 

КА действует гравитационная сила 𝐹𝑔 = −(𝜇𝑚/𝑟
3)𝑟, где m – масса КА, µ = 398600.442 км3/с2 – 

                                           
1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 24-41-02031, https://rscf.ru/project/24-

41-02031/ 
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гравитационный параметр Земли, 𝑟 =  (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑇 – радиус-вектор центра масс КА. Со стороны МПЗ на 

заряженный КА действует сила Лоренца Лоренца 𝐹𝐿 = 𝑞(𝑣r × 𝐵), где 𝑣r = 𝑟̇ − 𝜔e × 𝑟 – скорость КА 

относительно МПЗ, вращающегося вместе с Землей с угловой скоростью 𝜔e, B – вектор индукции 

МПЗ, которое моделируется как «прямой магнитный диполь» [14]. Для принятой модели МПЗ 

справедлива формула 𝐵 = (𝐵0/𝑟
5)(3(𝑁 ∙ 𝑟)𝑟 – 𝑟2𝑁), где B0 = 7.604∙1015 м3∙кг∙с–2∙А–1 – дипольный 

момент, 𝑁 – единичный вектор, направленный от южного полюса диполя к северному. Система 

дифференциальных уравнений движения, записанная в проекциях на оси системы координат Oxyz, 

имеет следующий вид: 

 𝑥̈ = −𝜇𝑥/𝑟3 + 𝑎𝐿𝑥, 𝑦̈ = −𝜇𝑦/𝑟
3 + 𝑎𝐿𝑦, 𝑧̈ = −𝜇𝑧/𝑟

3 + 𝑎𝐿𝑧, (1) 

где 

𝑎𝐿𝑥 = −(𝑞𝐵0)/(𝑚𝑟
5) ∙ ((3𝑧2 − 𝑟2)𝑦̇ cos 𝑖 − (3𝑦2 − 𝑟2)𝑧̇ sin 𝑖 + 3𝑦𝑧(𝑦̇ sin 𝑖 − 𝑧̇ cos 𝑖) − 

        −𝜔𝑒𝑥(3(𝑦 sin 𝑖 + 𝑧 cos 𝑖)
2 − 𝑟2)), 

𝑎𝐿𝑦 = −(𝑞𝐵0)/(𝑚𝑟
5) ∙ (3(𝑦 sin 𝑖 + 𝑧 cos 𝑖)(𝑥𝑧̇ − 𝑧𝑥̇) + 𝑟2𝑥̇ cos 𝑖 + 3𝜔𝑒𝑦(𝑧

2 + 𝑥2 sin2 𝑖) + 

        +𝜔𝑒(𝑟
2(𝑦 cos 𝑖 + 2𝑧 sin 𝑖) cos 𝑖 − 6𝑦𝑧(𝑦 sin 𝑖 + 𝑧 cos 𝑖) cos 𝑖)), 

𝑎𝐿𝑧 = −(𝑞𝐵0)/(𝑚𝑟
5) ∙ (3(𝑦 sin 𝑖 + 𝑧 cos 𝑖)(𝑦𝑥̇ − 𝑥𝑦̇) − 𝑟2𝑥̇ sin 𝑖 + 3𝜔𝑒𝑧(𝑥

2 cos2 𝑖 − 𝑦2) + 
        +𝜔𝑒(𝑟

2(2𝑦 cos 𝑖 + 𝑧 sin 𝑖) sin 𝑖 + 6𝑦𝑧(𝑦 cos 𝑖 − 𝑧 sin 𝑖) cos 𝑖)). 

 

Рис. 1. Декартова система координат 

Дополнительно введем сферическую систему координат (r, φ, θ), связанную с декартовыми 

координатами равенствами 𝑥 =  𝑟 cos𝜃 cos𝜑 , 𝑦 =  𝑟 cos 𝜃 sin𝜑 , 𝑧 = 𝑟 sin𝜃. Рассмотрим движение 

КА в окрестности невозмущенной круговой орбиты, для которой справедливы равенства 𝑟 =  𝑟0 = 
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝜑̇ = 𝜔0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, где 𝑟0 – радиус кеплеровой орбиты, 𝜔0 – соответствующая угловая скорость 

орбитального движения. Введем малые отклонения ∆𝑟 и ∆𝜔 такие, что 𝑟 = 𝑟0 + ∆𝑟, 𝜑̇ = 𝜔0 + ∆𝜔, и 

соответствующие этим отклонениям малые безразмерные переменные 𝜌 = ∆𝑟/𝑟0, 𝜈 = ∆𝜔/𝜔0, а также 

безразмерное время 𝜏 = 𝜔0𝑡. Кроме этого, введем безразмерный электрический заряд 𝜎(𝑡) = 𝑞(𝑡)/𝑞0, 

где 𝑞0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 – некоторая характерная величина заряда. Перепишем систему (1) в проекциях на орты 

сферической системы координат. Учитывая введенные малые переменные, а также считая угол 

отклонения от плоскости первоначальной орбиты θ малым, выполним линеаризацию и 

обезразмеривание, в результате которых получим следующую дифференциальную систему: 

{
  
 

  
 
𝜌′′ − 3𝜌 − 2𝜈 = 𝜀(2𝛾𝜌 𝑠𝑖𝑛2 𝑖 𝑐𝑜𝑠2 𝜏 −𝛾 𝑠𝑖𝑛2 𝑖 𝑐𝑜𝑠2 𝜏 − (1 − 2𝛾 𝑐𝑜𝑠 𝑖)𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝜏 + 

+(1 − 𝛾 𝑐𝑜𝑠 𝑖) 𝑐𝑜𝑠 𝑖 − 2(1 − 𝛾 𝑐𝑜𝑠 𝑖)𝜌 𝑐𝑜𝑠 𝑖 + 𝜈 𝑐𝑜𝑠 𝑖 − 𝜃′ 𝑠𝑖𝑛 𝑖 𝑐𝑜𝑠 𝜏)𝜎(𝜏),

𝜈′ + 2𝜌′ = 𝜀(2𝛾𝜌 𝑠𝑖𝑛2 𝑖 𝑠𝑖𝑛(2𝜏) − 𝛾 𝑠𝑖𝑛2 𝑖 𝑠𝑖𝑛(2𝜏) − 𝜌′ 𝑐𝑜𝑠 𝑖 − 2𝜃′ 𝑠𝑖𝑛 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝜏 −         

 −2𝛾𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝑖 𝑐𝑜𝑠 𝑖 𝑐𝑜𝑠 𝜏)𝜎(𝜏),                                                                                         

𝜃′′ + 𝜃 = 𝜀(2𝛾𝜃 𝑠𝑖𝑛2 𝑖 𝑠𝑖𝑛2 𝜏 + 𝜌′ 𝑠𝑖𝑛 𝑖 𝑐𝑜𝑠 𝜏 + 2(1 − 𝛾 𝑐𝑜𝑠 𝑖) 𝑠𝑖𝑛 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝜏 +                   

  +2𝜈 𝑠𝑖𝑛 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝜏 − 4(1 − 𝛾 𝑐𝑜𝑠 𝑖)𝜌 𝑠𝑖𝑛 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝜏 + 2(1 − 𝛾 𝑐𝑜𝑠 𝑖)𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝑖)𝜎(𝜏).       

 (2) 
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Здесь введены следующие обозначения: 𝛾 = 𝜔𝑒/𝜔0, 𝜀 = 𝑞0𝐵0/(𝑚𝑟0
3𝜔0), ′ – производная по 

безразмерному времени τ. Отметим, что введенный параметр ε является малым и для низких 

околоземных орбит и КА с характерной величиной заряда 10–3 Кл и массой 100 кг имеет порядок 10–7. 

2. О выборе закона изменения заряда 

Упрощенная система (2) является линейной, с переменными коэффициентами. Будем считать, что 

в начальный момент времени орбита КА была невозмущенной, то есть справедливы следующие 

условия: 𝜌(0) = 𝜌′(0) = 𝜈(0) = 𝜃(0) = 𝜃′(0) = 0. Применяя метод малого параметра, представим 

решение системы в виде следующего ряда: 

𝜌 = 𝜌0 + 𝜀𝜌1, ν = ν0 + 𝜀ν1, 𝜃 = 𝜃0 + 𝜀𝜃1. 

Подставляя этот ряд в систему (2) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 

параметра ε, получим порождающую систему, не учитывающую влияние МПЗ и, по этой причине, 

имеющую тождественно равное нулю решение (𝜌0 = ν0 = 𝜃0 = 0), и систему, учитывающую влияние 

силы Лоренца, которая имеет следующий вид: 

{

𝜌1′′ − 3𝜌1 − 2ν1 = −𝛾𝜎(𝜏) sin
2 𝑖 𝑐𝑜𝑠2 𝜏 + (1 − 𝛾 cos 𝑖)𝜎(𝜏) cos 𝑖 ,

ν1′ + 2𝜌1′ = −𝛾𝜎(𝜏) sin
2 𝑖 sin(2𝜏) ,

𝜃1′′ + 𝜃1 = 2(1 − 𝛾 cos 𝑖)𝜎(𝜏) sin 𝑖 sin 𝜏 .

 (3) 

Отметим, что третье уравнение системы (3) отделяется от первых двух. Первое и второе уравнение 

связаны так, что результат интегрирования второго уравнения подставляется в первое уравнение, 

которое в результате этого представляет собой линейное неоднородное обыкновенное 

дифференциальное уравнение второго порядка.  

Поскольку нашей целью является управление для повышения и понижения высоты орбиты КА, то 

выбирать закон изменения заряда будем из следующих соображений. Чтобы расстояние увеличивалось 

или уменьшалось с ростом времени, необходимо иметь в правой части первого уравнения вековой 

член. Для этого, исходя из отмеченной специфики системы, необходимо, чтобы в правой части второго 

уравнения было постоянное слагаемое, которое после интегрирования превратится в желаемый 

вековой член. Принимая во внимание структуру второго уравнения системы (3) и простейшие 

тригонометрические преобразования, становится понятно, что для этого нужно менять заряд по закону 

𝜎(𝜏) = sin(2𝜏), то есть 

𝑞(𝑡) = 𝑞0 sin(2𝜔0𝑡). (4) 

Решая систему (3) с учетом закона изменения заряда (4) и возвращаясь к размерным переменным, 

получим следующий закон понижения орбиты КА: 

Δ𝑟 = −(𝑟0𝜀𝜔e sin
2 𝑖)𝑡 + (𝑟0𝜀/6)(𝛾 sin

2 𝑖 − 2(1 − 𝛾 cos 𝑖) cos 𝑖) sin(2𝜔0𝑡) + 
       +(2𝑟0𝜀/3)(𝛾 sin

2 𝑖 + (1 − 𝛾 cos 𝑖) cos 𝑖) sin(𝜔0𝑡). 
(5) 

Изменение электрического заряда по аналогичному закону, но с противоположным знаком, то есть 

𝑞(𝑡) = −𝑞0 sin(2𝜔0𝑡), (6) 

приводит к повышению орбиты КА, описываемому следующей формулой 

Δ𝑟 = (𝑟0𝜀𝜔e sin
2 𝑖) − (𝑟0𝜀/6)(𝛾 sin

2 𝑖 − 2(1 − 𝛾 cos 𝑖) cos 𝑖) sin(2𝜔0𝑡) − 
       −(2𝑟0𝜀/3)(𝛾 sin

2 𝑖 + (1 − 𝛾 cos 𝑖) cos 𝑖) sin(𝜔0𝑡). 

(7) 

3. Численное моделирование 

Проведем численное интегрирование нелинейной системы (1) для предложенных законов 

изменения электрического заряда КА (4) и (6). Интегрирование выполняется методом Рунге-Кутты 4-

го порядка [15] с шагом интегрирования, эквивалентным 0.1 секунде. Значения параметров, 

используемых для моделирования, представлены в таблице 1. 

Таблица 1. Значения параметров 

Параметр r0, км ω0, рад/с i, ° m, кг q0, Кл 

Значение 6750 0.11384 51 30 0.001 
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Анализ графиков на рис. 2 показывает, что предложенный закон изменения электрического заряда 

(6) позволяет повышать орбиту КА, а закон (4) – понижать. Изменение высоты орбиты составляет 

около 20 метров в сутки. Таким образом, демонстрируется работоспособность предложенного способа 

безреактивного управления орбитальным движением КА, основанного на взаимодействии с МПЗ.  

 

Рис. 2. Увеличение и уменьшение высоты орбиты КА 

Стоит также отметить, что полученные в ходе решения линеаризованной системы аналитические 

выражения (5) и (7) довольно точно описывают характер изменения высоты орбиты КА на достаточно 

большом временном интервале моделирования. На рис. 3 представлен график относительной ошибки, 

вычисляемой по формуле ∆𝑟ош = |(∆𝑟числ − ∆𝑟прибл)/∆𝑟числ| ∙ 100%, где ∆𝑟прибл – приближенное 

аналитическое решение (5) или (7), а ∆𝑟числ – соответствующее численное решение. В течение 200 

часов относительная ошибка увеличивается лишь до 0.03%.  

  

Рис. 3. Относительная ошибка 

4. Заключение 

В ходе проделанной работы изучены особенности орбитального движения, электрически 

заряженного КА в гравитационном и магнитном полях Земли. На основе анализа системы 

дифференциальных уравнений движения предложен закон изменения электрического заряда КА для 

повышения и понижения его орбиты. Получены простые аналитические выражения, описывающие 

характер изменения высоты орбиты, которые хорошо согласуются с результатами численного 

интегрирования нелинейной системы на довольно большом временном интервале моделирования. 

Таким образом, предложенный электродинамический способ безреактивного управления орбитальным 

движением, основанный на использовании силы Лоренца, действующей на КА со стороны 

геомагнитного поля, может использоваться в задачах корректировки траектории КА, движущегося в 

околоземном пространстве под влиянием внешних возмущений.  
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