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Введение 

Первые спектральные разложения грамианов для линейных непрерывных и дискретных систем с 

простым спектром были получены в работе [1] путем спектрального разложения интегрального 

представления решения уравнений Ляпунова или Сильвестра. Хорошо известно, что грамианы 

являются решениями уравнений Сильвестра и Ляпунова, которым посвящено громадное число 

научных работ, среди которых отметим [2-13]. Эти уравнения играют также фундаментальную роль в 

теории управления. В последние годы возник интерес к развитию методов вычислений различных 

энергетических показателей для анализа устойчивости и степени управляемости, достижимости  и 

наблюдаемости этих систем. Такие показатели для линейных устойчивых систем и неустойчивых 

линейных систем были предложены в ряде работ[14-21]. Упрощенные модели для больших сетей на 

основе выходных грамианов управляемости, позволяющие вычислять энергетические показатели,  

были предложены в [16]. Важная задача оптимального размещения датчиков и исполнительных 

устройств на основе различных энергетических функционалов, в том числе инвариантных 

эллипсоидов, рассматривалась в [15, 17, 18, 20]. В монографии [25] сформулирован общий подход к 

решению задачи оптимального размещения датчиков и исполнительных механизмов для многосвязных 

систем управления, который основан на декомпозиции системы на устойчивую и неустойчивую 

подсистемы. Показано, что степень управляемости системы определяется на основе энергетических 

метрик, основанных на использовании  конечных и бесконечных грамианах управляемости. В [18] 

предложен метод оптимального размещения виртуальной инерции на графе энергетической системы, 

основанный на использовании энергетических метрик когерентности генераторов и квадрата Н2 –

нормы системы, которая задана стандартной динамической моделью в пространстве состояний. Для 

того, чтобы использовать эту модель для автоматического или оперативного управления необходимы 

новые инструменты анализа устойчивости, одним из которых является метод грамианов. Метод 

грамианов позволяет получить не только качественную, но и количественную оценку указанной 

энергии, сосредоточенной в слабоустойчивых колебаниях. Эффект резонансного взаимодействия 

близких колебательных мод в динамической системе может усиливаться многократно. Используя 

метрику управляемости, определяемой долей эффективно управляющих узлов сети в их минимальном 

наборе, необходимом для полной управляемости, в [10] показано, что разреженные неоднородные сети 

обладают плохой управляемостью, в то время как плотные однородные сети по сравнению с ними 

обладают лучшей управляемостью. Преобразование уравнений состояния в канонические формы 

управляемости и наблюдаемости позволяет выделить среди всех энергетических метрик инвариантные 

метрики, не зависящие от преобразования координат. Структурные свойства управляемости и 

наблюдаемости в контексте вычисления и анализа грамианов исследованы в работах [8, 9, 11-13]. 

Важная задача оптимального размещения датчиков и исполнительных устройств основе различных 

энергетических функционалов, в том числе инвариантных эллипсоидов рассматривалась в [10, 12, 14-

16]. В монографии в [10] сформулирован общий подход к решению задачи оптимального размещения 

датчиков и исполнительных механизмов для многосвязных систем управления, который основан на 

декомпозиции системы на устойчивую и неустойчивую подсистемы. Степень управляемости системы 

определяется на основе энергетических метрик, основанных на использовании конечных и 

бесконечных грамианов управляемости.Предложен общий метод вычисления обратного грамиана 

управляемости для уравнений состояния, заданных в канонических формах управляемости.В [14] 

предложен метод оптимального размещения виртуальной инерции на графе энергетической системы, 
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основанный на использовании энергетических метрик когерентности генераторов и квадрата Н2 –

нормы оператора системы, которая задана стандартной динамической моделью в пространстве 

состояний. Проблема формализована как как задача невыпуклой оптимизации с ограничениями в виде 

значений грамианов наблюдаемости. Хорошо известно, что задачи управления с минимальной 

энергией также решаются с использованием грамианов. За последние годы эти подходы были развиты 

для сложных энергетических, социальных, транспортных и биологических сетей в [15, 16, 21-23, 34, 

35]. Степень управляемости (достижимости) сети связана с минимальной энергией, что позволяет 

ввести в рассмотрение новые метрики в виде минимального собственного числа грамиана 

управляемости и максимального числа его обратного грамиана, а также следов этих грамианов.  

1. Предварительное обсуждение результатов и постановка задачи 

Рассмотрим непрерывную стационарную MIMO LTI линейную стационарную непрерывную 

динамическую систему с многими входами и многими выходами вида 

 𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡), 𝑥(0) = 0, (1) 

 𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡), 

где 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛, 𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑚, 𝑦(𝑡) ∈ 𝑅𝑚. В случае SISO LTI систем 𝑢(𝑡) ∈ 𝑅1, 𝑦(𝑡) ∈ 𝑅1.  Уравнения 

Ляпунова и Сильвестра играют важную роль в теории управления и проектировании систем 

управления по интегральным показателям качества, синтезе оптимальных систем с использованием 

наблюдателей состояния [5, 7]. Для решения этих задач применяются уравнения Ляпунова двух типов. 

 𝐴𝑃 + 𝑃𝐴𝑇 = −𝐼𝑛   (2) 

 𝐴𝑃 + 𝑃𝐴𝑇 = −∑ 𝑒𝑗𝑒𝜂
𝑇

𝑗,𝜂 .  (3) 

Уравнения первого типа возникают в MIMO LTI системах, задаваемых уравнениями состояния 

общего вида (1). Уравнения второго типа возникают в SISO LTI системах, задаваемых уравнениями 

состояния в модальной канонической форме и в канонических формах управляемости и 

наблюдаемости. В модальной канонической форме в этом случае имеем следующие выражения для 

матрицы 𝐴𝑑, векторов b, c  

 𝐴𝑑 = 𝑑𝑖𝑎𝑔[𝑠1 … . 𝑠𝑛], 𝑏 = [1 1 … 1]𝑇 , 𝑐 = [𝑟1 𝑟2 … 𝑟𝑛]𝑇,   (4) 

где 𝑟𝑖 − вычет передаточной функции в полюсе «i». Для базовой системы имеем [18] 

  𝑐 = [1 1… 1]𝑇. 

В канонических формах управляемости в этом случае уравнения состояния имеют вид 

  𝑥̇𝑐(𝑡) = 𝐴𝑐
𝐹𝑥с(𝑡) + 𝑏𝐹 𝑢(𝑡),      𝑥𝑐(0) = 0,  (5) 

𝑦𝑐(𝑡) = 𝑐𝐹 𝑥𝑐(𝑡), 

 

  𝐴𝑐
𝐹 =

[
 
 
 
 
0 1 0 … 0
0 0 1 … 0
0 0 0 … 0
0 0 0 … 1
−𝑎0 −𝑎1 −𝑎2 … −𝑎𝑛−1]

 
 
 
 

, 𝑏𝐹 = [0 0 . . 0 1]𝑇 ,    

𝑐𝐹 = [𝜉0 𝜉1 . . 𝜉𝑛−2 𝜉𝑛−1], 

где 𝜉𝑖 − коэффициент полинома числителя передаточной функции 

𝑊(𝑠) =
𝜉𝑛−1𝑛−1𝑠𝑛−1+⋯+𝜉1𝑠+𝜉0

𝑠𝑛+𝑎𝑛−1𝑠𝑛−1+⋯+𝑎1𝑠+𝑎0
. 

Для базовой системы имеем  

  𝑐𝐹 = [1 0 . . 0 0]. 

Классический критерий устойчивости непрерывных линейных систем основан на решении 

уравнений вида (2), с измененной правой частью вида −𝑏𝑏𝑇 , −𝑏𝐹(𝑏𝐹)𝑇 . Эти матрицы зависят от  

матриц преобразования подобия, так что грамианы управляемости и выражения квадратов Н2 -нормы 
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передаточной функции, полученные с помощью грамианов, не являются инвариантами при различных 

преобразования пространства состояний. Этого недостатка можно избежать, если использовать правые 

части вида (2) или (3). Назовем эти уравнения второго типа базовыми уравнениями Ляпунова, а 

соответствующие уравнения состояния, в которых вектор 𝑐𝐹 выбран в виде 𝑐𝐹 = [1 0 . . 0 0]  или 

𝑐 = [1 1… 1]𝑇 базовыми уравнениями состояния. Этим уравнениям состояния соответствует 

передаточная функция ПФ 

  𝑊𝑏𝑎𝑠𝑒(𝑠) =
1

𝑠𝑛+𝑎𝑛−1𝑠𝑛−1+⋯+𝑎1𝑠+𝑎0
=

1

𝑁(𝑠)
,  (6) 

где 𝑁(𝑠) − характеристический многочлен системы. Для уравнений состояния MIMO LTI системы (1) 

ПФ имеет вид 

  𝑊(𝑠) =
𝑀(𝑠)

𝑠𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑠
𝑛−1 + ⋯+ 𝑎1𝑠 + 𝑎0

,   

𝑀(𝑠) = ∑ 𝐶𝐴𝜈
𝑐

𝑛−1

𝜈=0
𝐵𝑠𝜈 , 

где 𝐴𝜈
𝑐 − матрицы Фаддеева в разложении резольвенты матрицы А. Назовем матрицей Сяо квадратную 

матрицу имеющую структуру нулевого пледа вида [9]  

 𝑌 =

[
 
 
 
 
 
𝑦1 0 −𝑦2 0 𝑦3

0 𝑦2 0 −𝑦3 0
−𝑦2 0 𝑦3 0 …
0 −𝑦3 0 … 0
𝑦3 0 … 0 𝑦𝑛

]
 
 
 
 
 

     𝑦𝑖 ∈ ∁,   𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅.  (7) 

Элементы этой матрицы вычисляются по формулам  

𝑦𝑗𝜂 = {
0, если  𝑗 + 𝜂 = 2𝑘 + 1,    𝑘 = 1,2…𝑛;

(−1)
𝑗−𝜂
2 𝑦𝑛, если  𝑗 + 𝜂 = 2𝑘,    𝑘 = 1,2…𝑛.  

 

Известно, что базовые уравнения играют важную роль при исследовании устойчивости линейных 

систем [7]. Рассмотрим дифференциальное уравнение состояния вида 

    𝑦(𝑛)(𝑡) + 𝑎𝑛−1𝑦
(𝑛−1)(𝑡) + ⋯+ 𝑎0𝑦(𝑡) = 𝛿(𝑡),  (8) 

  𝑦(𝑛−1)(0) = 1, 𝑦(𝑛−2)(0) = 0,…𝑦(0) = 0,  

где 𝛿(𝑡) –  𝛿-функция Дирака. Это уравнение соответствует передаточной функции базовой системы. 

Доказано, что грамиан управляемости для системы (8) имеет вид матриц Сяо (6), в которой элементы 

𝑦𝑖 вычисляются с помощью измеряемых величин 𝑦(𝑖)(𝑡)[9]. 

   𝑦𝑖 = ∫ [𝑦(𝑖)(𝑡)]
2
𝑑𝑡.

∞

0
  (9) 

Эти оценки имеют физический смысл измеряемых энергий состояний системы, причем они могут 

быть вычислены различными способами, в том числе с использованием наблюдателей состояния [20]. 

Покажем, что базовые системы могут быть полностью управляемы при выполнении дополнительных 

условий. Матрица управляемости для модальной базовой системы (5) является матрицей Вандермонда, 

которая имеет полный ранг только при условии, что все собственные числа матрицы динамики 

различны. Матрица управляемости для базовой системы (8), имеет вид 

R= 

[
 
 
 
 
0 0 0 1
0 1 −𝑎𝑛−1
…
0
1

…
1

−𝑎𝑛−1

… …

−𝑎2

…
−𝑎2

−𝑎1]
 
 
 
 

. 

Матрица 𝑅 не вырождена. Поэтому базовая система (8) полностью управляема. Матрица грамиана 

управляемости для базовой системы (8) в форме Сяо имеет вид [17] 
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 𝑃𝑐𝐹 = ∑𝑛
𝑘=1 ∑𝑛−1

𝜂=0 ∑𝑛−1
𝑗=0

𝑠𝑘
𝑗(−𝑠𝑘)𝜂

∏ (𝑠𝑘−𝑠𝜆)∏ (−𝑠𝑘−𝑠𝜆)𝑛
𝜆=1,

𝑛
𝜆=1,𝜆≠𝑘

1𝑗+1𝜂+1,  

   𝑃𝑐𝐹 = ∑ ∑ ∑
𝑠𝑘
𝑗(−𝑠𝑘)𝜂

𝑁̇(𝑠𝑘)𝑁(−𝑠𝑘)
𝑛−1
𝑗=0

𝑛−1
𝜂=0 𝟏𝑗+1𝜂+1.

𝑛
𝑘=1   

Отсюда следует, что матрицы грамианов 𝑃𝑐𝐹 положительно определены. 

Замечание 1. Полная управляемость базовых систем является одним из условий положительной 

определенности их грамианов управляемости. Это упрощает определение грамианов управляемости 

для базовой системы (8), упрощает преобразование грамианов в форму Адамара и вычисление квадрата 

Н2 -нормы передаточной функции (6). Кроме того, это гарантирует нормальность матрицы грамиана, 

следствием которой является положительность диагональных элементов и следа соответствующих 

грамианов. Их элементы зависят только от собственных чисел матрицы динамики и ее 

характеристического многочлена, которые не зависят от преобразований подобия и, следовательно, 

являются инвариантами при этих преобразованиях. Что касается базовой системы (5), то грамиан 

управляемости в ней приобретает простую форму матриц Коши [1, 35]. 

   𝑃𝑐 =
−1

𝑠𝑗+𝑠𝜂
∗ ,     ∀𝑗, 𝜂 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅,     ∀𝑠𝑗, 𝑠𝜂, ∈ ℂ−.  (10) 

Симметричная матрица Коши определяется в виде 

 С =
−1

𝑥𝑗+𝑥𝜂,
,     ∀𝑗, 𝜂 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅,     ∀𝑥𝑗, 𝑥𝜂, ∈ ℝ−.  (11) 

Для таких матриц имеет место следующая  

Теорема 1 [35]. 

Симметричная матрица Коши вида (10) положительно определена тогда и только тогда, когда числа 

xj, xη положительны и взаимно различны 

0 < 𝑥1 < 𝑥2 < ⋯ < 𝑥𝑛,  или 0 < 𝑥𝑛 < 𝑥𝑛−1 < ⋯ < 𝑥1. 

Следствие 1. 

Рассмотрим матрицу Коши вида (10) устойчивой базовой системы (6), или для системы (8). 

Предположим, что системы устойчивы и собственные числа их матриц динамики действительные и 

взаимно различные.  

Тогда симметричная матрица Коши вида (10) положительно определена тогда и только тогда, когда 

выполнены условия 

0 < −𝑠1 < −𝑠2 < ⋯ < −𝑠𝑛,  или 0 < −𝑠𝑛 < −𝑠𝑛−1 < ⋯ < −𝑠1. 

В нашем случае роль положительных чисел 𝑥𝑗, 𝑥𝜂, играют роль вещественные части собственных 

чисел матрицы динамики с обратным знаком −𝑠𝑗, −𝑠𝜂 , которые могут оказаться комплекснозначными. 

Это требует представления грамианов в виде устойчивых эрмитовых матриц 

   [𝑃𝑐]𝐻𝑒𝑟𝑚 = [𝑃𝑜]𝐻𝑒𝑟𝑚, 𝑝𝑗𝜂𝐻𝑒𝑟𝑚 =
1

2
(

−1

𝑠𝑗+𝑠𝜂
∗ +

−1

𝑠𝑗
∗+𝑠𝜂,

) = 𝑅𝑒 (
−1

𝑠𝑗+𝑠𝜂
∗).  

В [1, лемма 9.4] доказано, что матрица Коши (10) устойчивой диагонализированной базовой 

системы положительно определена. Заметим, что для базовых систем их грамианы управляемости и 

наблюдаемости совпадают 

𝑃𝑐 = 𝑃𝑜. 

Вернемся к уравнению Ляпунова 

𝐴𝑃 + 𝑃𝐴∗ = −𝑏𝑏∗. 

Важную роль в исследовании спектральных разложений грамианов, в том числе грамианов базовых 

систем, играют кратные собственные числа матриц динамики, что связано с рассмотрением уравнений 

состояния в форме Жордана.  

Определение [14-16, 33]. 

Назовем энергетической метрикой устойчивости системы (1) называется квадрат Н2 -нормы (Нinf -

нормы) ее передаточной функции. 
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Цели настоящего исследования для решения задач оценивания состояния и управления состоят в 

следующем. Первой целью доклада будет получение спектральных разложений матриц грамианов 

базовых непрерывных динамических систем по кратным спектрам их матриц динамики. Другой целью 

является разработка рекуррентных алгоритмов вычисления грамиана управляемости и его обратного 

грамиана управляемости для MIMO LTI непрерывных систем.  

2. Основные результаты 

При вычислении грамианов базовых систем, уравнения состояния которых задано в Жордановой 

канонической форме приходится вычислять интегралы Ляпунова вида 

 ∫ 𝑒𝐴𝑡𝑒𝐴∗𝑡 𝑇

0
𝑑𝑡. (12) 

Ясно, что подъинтегральная функция 𝐻(𝑡) в интеграле является первообразной функцией 

вида 𝑒𝐴𝑡𝑒𝐴∗𝑡 

    𝐻(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡𝑒𝐴∗𝑡.  

Рассмотрим задачу вычисления спектральных разложений MIMO LTI и SISO LTI систем с помощью 

решений дифференциальных и алгебраических уравнений Ляпунова в частотной области. Как 

известно, при выполнении условий, что линейная система устойчива, ее передаточная функция строго 

собственная, но все полюса различны справедливы следующие формулы для вычисления квадрата Н2 – 

нормы 𝑊(𝑠) [1]. 

   ‖𝑊(𝑠)‖2
2 = ∑ 𝑟𝑘

𝑛
𝑘=1 𝑊(−𝑠𝑘), 𝑟𝑘 = 𝑅𝑒𝑠[𝑁−1(𝑠), 𝑠𝑘].  (13) 

В случае базовой системы энергетические метрики устойчивости 𝐽1 , 𝐽2 имеют вид [17]. 

 𝐽1 = ∑
𝑟𝑘

𝑁̇(𝑠𝑘)𝑁(−𝑠𝑘)
𝑛
𝑘=1 , (14) 

  𝐽2 = ∑ ∑
−1

𝑠𝑘+𝑠𝜌

𝑛
𝜌=1

𝑛
𝑘=1

1

𝑁̇(𝑠𝑘)𝑁̇(𝑠𝜌)
.  (15) 

Формулу (13) можно представить в эквивалентной форме 

𝐽1 = ∑ ∑
𝑟𝑘

∏ (𝑠𝑘−𝑠𝜆)∏ (−𝑠𝑘−𝑠𝜆)𝑛
𝜆=1,

𝑛
𝜆=1,𝜆≠𝑘

𝑛
𝑘=1

𝑛
𝑖=1 , 

где 𝑟𝑘 −вычет передаточной функции в полюсе 𝑠𝑘. 
Поскольку матрица устойчивой диагонализированной базовой системы положительно определена, 

формулу (13) можно представить в виде следа матрицы Коши 

  𝐽2 = 𝑡𝑟 ∑ ∑ 𝑅𝑒 (
−1

𝑠𝑘+𝑠𝜌
∗) 𝑒𝑘𝑒𝜌

𝑇𝑛
𝜌=1

𝑛
𝑘=1 .  

Спектральное разложение передаточной функции ПФ по кратным полюсам базовой SISO LTI 

системы в общем виде имеет форму 

   𝑊(𝑠) =  ∑ ∑
𝐿𝑘𝜈

(𝑠−𝑠𝑘)𝑚𝑘−𝜈+1
𝑚𝑘
𝜈=1

𝑛
𝑘=1 ,   

где 𝑠𝑘 − полюс передаточной функции, 𝐿𝑘𝜈 − вычет ПФ порядка «𝜈» в полюсе 𝑠𝑘  

𝐿𝑘𝜈 =
1

(𝜈 − 1)!
[
𝑑𝜈−1

𝑑𝑠𝜈−1 (
(𝑠 − 𝑠 𝑘)

𝜈

𝑁(𝑠)
)]

𝑠=𝑠𝑘

. 

Теорема 2. Спектральные разложения энергетических метрик устойчивости базовых систем по 

кратным полюсам ПФ. 

Рассмотрим базовую SISO LTI систему вида (1) с кратными полюсами с передаточной функцией 

вида (6). Предположим, что система полностью управляема, строго собственная и устойчивая. Тогда 

справедливы следующие утверждения: 

1. Спектральное разложение энергетической метрики устойчивости базовой системы по кратным 

полюсам ПФ имеет вид 

   𝐽1 = 𝐽2 = ∑ ∑
(−1)𝑚𝑘−𝜈

(𝑚𝑘−𝜈)!

𝑚𝑘
𝜈=1

𝑛
𝑘=1  {𝐿𝑘𝜈 [

𝑑𝑚𝑘−𝜈

𝑑𝑠𝑚𝑘−𝜈 (
1

𝑁(−𝑠)
)]

𝑠=𝑠𝑘

}
𝐻𝑒𝑟𝑚

,  (16) 
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   𝐿𝑘𝜈 =
1

(𝜈−1)!
[

𝑑𝜈−1

𝑑𝑠𝜈−1 (
(𝑠−𝑠 𝑘)𝜈

𝑁(𝑠)
)]

𝑠=𝑠𝑘

.  

2. Спектральное разложение энергетической метрики базовой системы по комбинационным 

кратным полюсам ПФ имеет вид 

    𝐽2 = ∑ ∑ ∑ ∑
(𝑚𝑘−𝜈+𝑚𝜌−𝜇+1)!

(𝑚𝑘−𝜈)!
 [𝐿𝑘𝜈𝐿𝜌𝜇

1

(−𝑠𝑘−𝑠𝜌
∗ )𝑚𝑘−𝜈+𝑚𝜌−𝜇+1]

𝐻𝑒𝑟𝑚

𝑚𝜌

𝜇=1
𝑛
𝜌=1

𝑚𝑘
𝜈=1

𝑛
𝑘=1  ,  (17) 

где  

   𝐿𝜌𝜇 =
1

(𝜇−1)!
[

𝑑𝜇−1

𝑑𝑠𝜇−1 (
(𝑠−𝑠𝜌)𝜇

𝑁(𝑠)
)]

𝑠=𝑠𝜌

.  

Энергетические метрики базовой системы (6) или для системы (8)   𝐽1, 𝐽2 являются положительными 

числами. Они являются инвариантами при различных преобразованиях подобия. 

Следствие 2. 

Пусть выполнены условия теоремы 2, но все полюса ПФ различны. Тогда справедливо следующее 

утверждение. 

   𝐽1(𝑠1, … 𝑠𝑛) = ∑
1

𝑁̇(𝑠𝑘)
𝑛
𝑘=1

1

(−𝑠𝑘)𝑛+⋯+𝑎1(−𝑠𝑘)+𝑎0
> 0,  (18) 

   𝐽2(𝑠1, … 𝑠𝑛) = ∑ ∑ 𝐽2,𝑘𝜌(𝑠1, … 𝑠𝑛)𝑛
𝜌=1

𝑛
𝑘=1 > 0,   (19) 

  𝐽2,𝑘𝜌(𝑠1, … 𝑠𝑛) = 2𝑅𝑒 
𝑟𝑘𝑟𝜌

(−𝑠𝑘−𝑠𝜌)
=

2𝛼𝑘𝜌𝑅𝑒(𝑟𝑘𝑟𝜌)

𝛼𝑘𝜌
2 +𝛽𝑘𝜌

2 ,  (20) 

  𝛼𝑘𝜌 = −𝑅𝑒 𝑠𝑘 − 𝑅𝑒 𝑠𝜌, 𝛽𝑘𝜌 = −𝐼𝑚 𝑠𝑘 − 𝐼𝑚 𝑠𝜌.   

Рассмотрим далее дифференциальное и алгебраическое уравнения Ляпунова вида 

  
𝑑𝑃(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐴𝑑𝑃(𝑡) + 𝑃(𝑡)𝐴𝑑

𝑇 + 𝑏𝑑𝑏𝑑
𝑇 , 𝑃(0) = 0𝑛𝑥𝑛,      𝑡 ∈ [0, 𝑇],   (21) 

  𝑃 + 𝑃𝐴𝑑
𝑇 = −𝑏𝑑𝑏𝑑

𝑇.  (22) 

Теорема 3. Предположим, что система SISO LTI (2.1) является полностью управляемой, существует 

невырожденное преобразование координат 𝑥𝑑 = 𝑇𝑥, такое, что 

𝐴𝑑 = 𝑇𝐴𝑇−1. 

Предположим, что все собственные числа матрицы A различны, не принадлежат мнимой оси и 

выполнены условия 

𝑠𝑖 + 𝑠𝑗 ≠ 0, ∀𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅. 

Тогда справедливы следующие утверждения. 

1) Решение уравнения (21) в комплексной области существует, единственно и имеет вид 

 ℒ[𝑃(𝑡)] =
1

𝑠
{∑

−1

(𝑠𝑖+𝑠𝑗
∗)

[𝑅𝑒𝑠(𝐼𝑠 − 𝐴𝑑)−1, 𝑠𝑖]
𝑛
𝑖,𝑗=1 𝑏𝑑𝑖𝑏𝑑𝑗[𝑅𝑒𝑠(𝐼𝑠 − 𝐴𝑑

∗ )−1, 𝑠𝑗
∗]}

𝐻𝑒𝑟𝑚

, 

где 𝑏𝑑𝑖 – элемент «i» вектора 𝑏𝑑 ,   𝑏𝑑𝑗 – элемент «j» вектора 𝑏𝑑 .    

2) Решение уравнения (21) в действительной области единственно и имеет вид 

   𝑃(0, 𝑇) = ∫ {∑
−1

(𝑠𝑖+𝑠𝑗
∗)

𝑏𝑑𝑏𝑑
𝑇𝑒(𝑠𝑖+𝑠𝑗

∗)𝜏𝑒𝑗𝑒𝜂
𝑇𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑑𝜏}
𝐻𝑒𝑟𝑚

.
𝑇

0
  

3) Решение алгебраического уравнения (22) в действительной области существует, единственно и 

имеет вид 

  𝑃(0,∞) = {∑
−𝑏𝑑𝑖𝑏𝑑𝑗

(𝑠𝑖+𝑠𝑗
∗)

𝑒𝑗𝑒𝜂
𝑇𝑛

𝑖,𝑗=1 }
𝐻𝑒𝑟𝑚

 .   

Матрица 𝑃−1(0,∞) в условиях теоремы существует и единственна.  

  𝑃−1(0,∞) = −
𝑃0

𝑝0
,    
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в которой 𝑃0 −свободный член матричного полинома Фаддеева, 𝑝0 – свободный член 

характеристического полинома матрицы  𝑃(0, 𝑇), определяемые с помощью рекуррентного алгоритма 

Фаддеева-Леверье [29, 30]. 

Теорема 4. Рассмотрим MIMO LTI систему (1) в канонической форме управляемости и запишем 

дифференциальное уравнение Ляпунова 

 
𝑑𝑃(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐴𝑐

𝐹𝑃(𝑡) + 𝑃(𝑡)(𝐴𝑐
𝐹)𝑇 + 𝐵𝐹(𝐵𝐹)𝑇 , 𝑃(0) = 0𝑛𝑥𝑛,      𝑡 ∈ [0, 𝑇].  (23) 

Предположим, что система (23) является полностью управляемой, существует невырожденное 

преобразование координат 𝑥с = 𝑇𝑥, такое, что 

𝐴𝑐
𝐹 = 𝑇𝐴𝑇−1. 

Предположим, что все собственные числа матрицы 𝐴𝑐
𝐹  различны, не принадлежат мнимой оси и 

выполнены условия 𝑠𝑖 + 𝑠𝑗 ≠ 0, ∀𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅. 
Тогда справедливы следующие утверждения. 

1) Решение уравнения (23) в комплексной области существует, единственно и имеет вид  

  [𝑃(𝑠)] =
1

𝑠
{∑ [𝑅𝑒𝑠(𝐼𝑠 − 𝐴𝑐

𝐹)−1, 𝑠𝑗]
𝑛
𝑗=1 𝐵𝐹(𝐵𝐹)𝑇{[[−𝐼𝑠 − (𝐴𝑐

𝐹)𝑇]−1]}} ,𝐻𝑒𝑟𝑚  

где  

   𝐴𝑐𝑗
𝐹 = 𝑎𝑗+1𝐼 + 𝑎𝑗+2𝐴𝑐

𝐹 + ⋯+ 𝑎𝑛(𝐴𝑐
𝐹)𝑛−𝑗−1,   𝑗 = 0, 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,  

 𝐴𝑐𝜂
𝐹 = 𝑎𝜂+1𝐼 + 𝑎𝜂+2𝐴𝑐

𝐹 + ⋯+ 𝑎𝑛(𝐴𝑐
𝐹)𝑛−𝜂−1,    𝜂 = 0, 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ .   

2) Решение уравнения (23) в действительной области единственно и имеет вид 

 𝑃𝑗𝜂(𝑡) = ∑
𝑠𝑘
𝑗
(−𝑠𝑘)𝜂

∏ (𝑠𝑘−𝑠𝜆)𝑛
𝜆=1,𝜆≠𝑘 ∏ (−𝑠𝜌−𝑠𝜆)𝑛

𝜆=1

(𝑒𝑠𝑘𝑡 − 1)𝐴𝑐𝑗
𝐹 𝐵𝐹(𝐵𝐹)𝑇(𝐴𝑐𝜂

𝐹 )
𝑇𝑛

𝑘=1   

 =𝛺𝑐,𝑗𝜂
𝐹 (𝑡) ∘ 𝛹𝑐,𝑗𝜂

𝐹 ,  

   𝛺𝑐,𝑗𝜂
𝐹 (𝑡) = ∑

𝑠𝑘
𝑗
(−𝑠𝑘)𝜂

∏ (𝑠𝑘−𝑠𝜆)𝑛
𝜆=1,𝜆≠𝑘 ∏ (−𝑠𝜌−𝑠𝜆)𝑛

𝜆=1

(𝑒𝑠𝑘𝑡 − 1)𝑒𝑗𝑒𝜂
𝑇 ,𝑛

𝑘=1 𝛹𝑐,𝑗𝜂
𝐹 = 𝐴𝑐𝑗

𝐹 𝐵𝐹(𝐵𝐹)𝑇(𝐴𝑐𝜂
𝐹 )𝑇 .  

3) Бесконечный грамиан управляемости системы (1) имеет вид 

 𝑃(0,∞) = {∑ ∑ ∑
𝑠𝑘
𝑗
(−𝑠𝑘)𝜂

∏ (𝑠𝑘−𝑠𝜆)𝑛
𝜆=1,𝜆≠𝑘 ∏ (−𝑠𝜌−𝑠𝜆)𝑛

𝜆=1

𝑒𝑗𝑒𝜂
𝑇𝑛

𝑘=1
𝑛−1
𝜂=0

𝑛−1
𝑗=0 }

𝐻𝑒𝑟𝑚

×   

 𝐴𝑐𝑗
𝐹 𝐵𝐹(𝐵𝐹)𝑇(𝐴𝑐𝜂

𝐹 )𝑇 .  

4) Матрица 𝑃−1(0,∞) в условиях теоремы существует и единственна.  

  𝑃−1(0,∞) = −
𝑃0

𝐹

𝑝0
,  

в которой 𝑃0
𝐹 −свободный член матричного полинома Фаддеева для уравнений состояния в 

канонической форме управляемости, 𝑝0 − свободный член характеристического полинома грамиана, 

определяемые с помощью рекуррентного алгоритма Фаддеева-Леверье [29, 30]. 

5) Результаты теоремы могут быть распространены на случай канонических форм Жордана 

уравнений состояния (1) для случая, когда характеристическое уравнение матрицы динамики имеет 

«к» различных корней кратности 𝑚𝑘. Решение уравнения (23) в действительной области для кратных 

собственных чисел 𝑠𝑘 матрицы 𝐴𝑐
𝐹с кратностью 𝑚𝑘 имеет вид  

 𝑃( 𝑡) = ∑ ∑ 𝑃𝑗𝜂(𝑡)
𝑛
𝑗=1

𝑛
𝑖=1 ,  

 𝑃𝑗𝜂(𝑡) = ℎ𝑗𝜂(𝑡)𝐴𝑐𝑗
𝐹 𝐵𝐹(𝐵𝐹)𝑇(𝐴𝑐𝜂

𝐹 )𝑇 ,  

             ℎ𝑗𝜂(𝑡) = ℒ−1 {𝑠−1 ∑ ∑ 𝐿𝑘,𝑗
𝑚𝑘
𝑗=1

(−1)𝑚𝑘−𝜈

(𝑚𝑘−𝜈)!
𝑛
𝑘=1 [

𝑑𝑚𝑘−𝜈

𝑑𝑠𝑚𝑘−𝜈 (
𝑠𝜂

𝑁(−𝑠)
)]

𝑠=𝑠−𝑠𝑘

},  

          𝐿𝑘,𝑗 =
1

(𝑗−1)!
[

𝑑𝑗−1

𝑑𝑠𝑗−1 (
(𝑠−𝑠𝑘)𝑚𝑘𝑠𝑗

𝑁(𝑠)
)]

𝑠=𝑘
.  
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3. Заключение  

Метод спектральных и сингулярных разложений грамианов является развитием частотных методов 

анализа и синтеза систем управления. Основным инструментом для построения разложений являются 

теоремы преобразование Лапласа для спектральных и сингулярных разложений решений 

дифференциальных уравнений Ляпунова и Сильвестра, разложение резольвенты матрицы динамики и 

матрицы грамиана в ряд Фаддеева - Леверье и рекуррентные алгоритмы вычисления матриц Фаддеева. 

Эти разложения для канонических форм управляемости и наблюдаемости имеют явную физическую 

интерпретацию в виде мер энергии квадратичных форм, образованных переменными состояния 

базовой системы. 

В работе показано, что прямой и обратные грамианы управляемости можно вычислять с помощью 

одной общей эффективной рекуррентной процедуры. В статье предложен новый способ вычисления 

изображений по Лапласу конечных грамианов для простых и кратных собственных чисел на основе 

рекуррентных алгоритмов, основанных на разложении изображения матричной резольвенты в ряд 

Фаддеева – Леверье. Применение преобразований уравнений системы в канонические формы дает при 

вычислении спектральных разложений прямых и обратных грамианов следующие преимущества: 

1) Матрицы грамианов вычисляют как решения дифференциальных уравнений Ляпунова в 

частотной и временной области, что позволяет одновременно вычислять решения алгебраических 

уравнений Ляпунова, как конечные, так и бесконечные грамианы, как прямые, так и обратные 

грамианы для непрерывных динамических систем, задаваемыми уравнениями состояния в 

канонических формах: Жордана, модальной, управляемости ,наблюдаемости. 

2) Грамианы в канонических формах управляемости и наблюдаемости в форме матриц Сяо 

являются инвариантными при преобразовании подобия. При этом для их вычисления достаточно 

вычислить только n диагональных элементов матриц грамианов вместо 𝑛2 элементов. 

3) Энергетические метрики устойчивости базовых систем 𝐽1 и 𝐽2 позволяют вычислять степень 

устойчивости системы не только для различных, но и для кратных корней характеристического 

уравнения. Наличие кратных корней существенно усиливает угрозу потери устойчивости. 

4) Спектральные разложения грамианов управляемости устойчивой базовой системы в форме 

Коши зависят от вещественных частей простых и кратных собственных чисел матрицы динамики, от 

их плотности распределения на вещественной оси [25]. 

Недостатком новых методов и алгоритмов, развиваемых в данной работе, являются проблемы их 

вычислительной реализации для систем высокой размерности, обусловленные ростом ошибок 

округления для этих систем [1, 8, 9]. В статье получены результаты исследований, которые могут 

оказаться полезными в проектировании цифровых двойников, методов оптимизации затрат энергии в 

системах управления, анализа энергетических метрик устойчивости и достижимости, мониторинга 

состояния на основе анализа аномалий энергетического баланса, разработке энергетических метрик 

систем, задаваемых уравнениями состояния для динамических сетей в виде графов.  
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